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ОБЩІК МЕТОДЫ РАЗСЧЕТА СТАТЙЧЕСКИ-НЕОПРЕДЪЛШССЬ 

СИСТЕМЪ. 

11 ОБОБЩЕННАЯ СИЛЫ й КООРДИНАТЫ. В* мехаяикѣ,осо
бенно въ Днкамияѣ, часто пользуются для общих» вывс-
довъ обобщенными координатами Лагранжа. Ввиду легкости 
и удобства оперирования при помощи этих* коордияатг 
примѣнимъ их* и в* дакномъ случаѣ. Обобщенными коорди
натами называются неэависимыя пѳремѣнныя, опредѣляющія 
положѳиіе тѣла или любой системы тѣді. Смотря- подвиду, 
составу и свойствам» сист-емы8 вя обобщѳнныя координаты 
принимают! раэличныя, равнообраэныя, формы.Так* наприм. 
для неизменяемой системы обобщенными координатами бу-
дутъ служить слѣдующія шесть величин»:три проекціи по-
ступатѳльнаго пврвмѣщенія на координатная оси и три 
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уштт перѳмѣщенія для аращевія около координатных* 
•у сей« S-ти шесть величин* Е - П О Л Н Ѣ опрѳдѣлявт* положеніе 
и перѳіаѣщѳкіѳ тѣла, и помощью кх* деиквкі 5© тѣла описы
вается и ивслѣдуетсй гсравдо проще» чѣм* при косред*» 
ствѣ Декартовых* координат». Даяѣе, ©ели нмѣем* тѣло, 
сжимаемое равномѣрн© по всѣм* направлен! у о пере
менная Е П С Д Н Ѣ опредѣдкщая ссстовніе в^ого тѣла, есть 
уменьзвекіе объема его.. Такое уменьшение и слѣдует* 
принять sa обобщенную координату. Употребление обоб
щенных» координата необходимо вквывает* примѣненіе 
тая* наанваевых* обобщенных* сил*; силы часто ветрѣ-
•^s-sfcs группами„ свяв&ккшви меагду собой. Чаще всего 
встречается Группа, называемая перок сиА*.Далѣв без -
првс^анно встрѣчажтск двѣ CK«ÖE равнвя и прявопротиво» 
П О & С Й З Я Н Я , проявводящія раетяявніе или скатіе 0. При ев* 
лс.пішш.ъ сдвига встрѣчаетсй. яввѣнгкая группе, ив* 4-х* 
сиз*, ойраэувщи^* совокупность двуз:* пр стнвопедожвнг* 
* » к - та-

пар* |фиг. î|* Нерѣдко ветрѣчается группа» ярѳдстав» 
л®нва& на фиг*. еостоящая 
мв^ трз^й парадоельйнх* сил* 
Ci , J I вдѣсьf£ НАГурав 
а©вѣгшвавта силу <Q, « 
^аапрсезранек* случай давле» 
кікs распредѣ^овнаго pasage-
Мѣр80 ПО ЕСвЙ ПОВЗрХВССТН T*-

яа; ®та группа,состоящая ив* 



очзнь большого ^мсла 
силъ, прилсяекннх* на 
каждой* ёлѳиентѣ поверх 
ности. « 

Подобный группы 
буденъ называть обеё « 
щенныии силами «Зз. е'гчшъ 

случаѣ не ну&ко разсматривать отдѣльнс ка&ду?} ив^ 
сияъ, с ос TaEjj.fi вщихъ группу и не нузано употреблять для 
каждой С К Л Й ее об се о'бсзначеніев Будем* раэсматривать 
век группу сразу, обовначивъ ее одной буквой и будешь 
оперировать сх группой* а не съ ©тдѣльньши сигами.Это 
значительно упростите рѣшенія. 

Для опрѳдѣдонія работы сшъ для нѣкоторыгъ пере* 
нѣщеніЗ нуз>:но обобщенная С5ЬЙЫ выбирать такъ„ чтобы ра
бота В С Ѣ Е Ъ c.îiw'Sp составлявщихъ группу в могла изобра-
виться одними члвноыъ. Такз. для пары силъ работа es 
изобразится проивведевіѳіеъ ив* момента парк^на угол* 
поворота ея у 0 т.е. через*Лбу 0 Для двух* растягива-
ющихъ сил* £Р и^Р работа изобразите^ проиэведеніѳі» 
ЧѢ%$ на удлииекіе Д , т.е. на увеяичокіе раэстояніе 
теч©к%, я* которым* приложены силы; следовательно ра* 
бета равна 

Для случай сдвига !фиг» 3| 0 назовет чѳрѳзъ | 0 ве
личину силы, приходящейся на единицу площади D ,к« 
которой она приложена» a чѳрѳзъ t длину тѣла. Веди 

фиг с 2. 
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фиг. 3 
угол» перенашиванія будет» у г 

то работа всѣх» четырех» дѣйству 
ющих» сил» представится чѳреэ»: 
р<с~>.£-у шъ ^ y * y f , гдѣ У)Г -
объема ѵѣла. 

!Н елучаѣ давлѳнія распре -
дѣяеннаго равномѣрно по всей по

верхности тѣла, и cocïas-лающаго <̂  кнлог- на единицу 
площади, получим» работу всѣя» сил»» составляющие 
группу равной fyW , гдѣ W » ивкѣненіе объема тѣда» 
Такик» обравом» для каждой обобщенней с ш ш пслучается 
только один» член» в» выравгекік работы » 

2| СООТВЪТСТВІЕ МЕЖДУ СИЛАМИ И КООРДИНАТАМИ. Труп 
па внѣшнихъ сил», которшг будут» приняты sa одну обоб* 
щекную силу, долаенн бь<тъ псдбираѳмы сообразно с» при -
неодим обобщенными координатами, опрѳдѣляющими положе
ние вашего тѣла или систбык о 

А именно: пусть обобщѳнныя координаты, т=б. неза
висимая перѳнѣннші, опредѣляащій положен!© или состоя* 
кіе ^ѣла, буду?*: 

Тогда нужно взять ^акое see числе обобщенные» С Е Л » 

j¥і Ѳ ; • * • • • • подобравши их» так», чтобы при без* 
конечно ш.лиж.% изхѣнвнікхъ координат» S'y , , 

БОВйошг&я работа всѣжій анѢшниэс» сил» ивобравилась сум-



« 5 ™ 

Такимъ обраэоиъ для каждой координаты имѣется 
своя, ей соотвѣтствующая сила. Иногда означаютъ такое 
соотвѣтствіе говоря, что сила и координата относятся 
к% одному и тому же типу. Вей Шрилоэсекння тѣлу 
внѣшнія силы должны быть распределены или раэлокенк на 
эти группы. 

Приведенные выше прнмѣры показывают^* что различ» 
кыя обобщенны* силы могутъ быть неоднородна одна дру
гой ; тогда и соотвѣтствуялція имъ координаты также не
однородны, но проивведенія каждой силы на соотвѣтству-
юшія имъ координаты и.зи на ивмѣненія втихъ sоордината, 
т „ 9 , члены необходимо должны 
быть всѣ одинаковаго иэмѣрѳнія^ Так^ка пример агз.., ш 

имѣли, что обобщенна» сижа представляется иногда ме да 

ментомъ парыс^ л иногда двумя силами ff и -tf ! 9 к н о г = 

да давлением* - приходящиеся на единицу поверхнос?» 
Это все величины неоднородная между собой. Соот$ѣт « 
стванныя координаты для этих* адучаевъ будут»; 

уголъ поворота ^ - отвлеченнее число, 
удлинѳніѳ А - величина линейная» 
кэмѣнѳніе объема Jf - воличика трѳтьяго ивмѣренія 
Но проивведенія склъ на соотвѣтотэуюшія ныъ пере

мещения, , всѣ однородны между ссбоД. 

мой; 



За координаты, ©прѳдѣляющія положеніе или состоя» 
ніе упругой системы* «окно будет* принимать иногда иѳ» 
ремѣщеніе точек* ей )?очнѣе говоря, провкцій этих* ne 
ремѣшеній на равличння иапра&кенія|, иногда же ивмѣне-
кія формы ея частей -удлинѳніе, сдвиг*, нвгнб* и т„п. 
Всѣ эти координаты будем* отсчитывать от* начальная, 
ѳстѳствѳннаго состояния системы, т 0е. от* такого со -
стоянія ѳя, когда она вовсе ке подвержена дѣйствію іа-
грузок*о 

3| ПОТЕНЦІАЛЬИАЯ 9НЕРГІЯ. Не только: упругія тѣла, 
по и раэныя другія тѣла и системы владѣют* свойством* 
при И Б М Ѣ Н Ѳ Н І И формы накоплять в* сѳбѣ потенціальную 
энергію, которая петом* можетъ быть использована- Для 
упругих* тѣл* такое свойстве их* выражается в* общежи
тии словом* пружинность. Потѳнціельная внергія при из* 
мѣненіи формы вызывается работой тѣх* внѣшних* сил*, 
которыя измѣнявт* форму и представляет* собою как* бы 
накопленную* запасенную работу внѣаіних* сил*. Чтобы 
вся работа нагрузок* могла превратиться в* потенциаль
ную £кергію деформкруемаго тѣла, необходимо слѣдующеѳ 
услсвіѳ: нагрузки должны быть so все время дѳформаціи 
только как* pas* достаточны для уравковѣшенія внутрен
них* сил*, но не болѣе того. Избытоп* нагрузок* выв©* 
вет* то, что часть их* работы преобразуется в* кинети
ческую внергію и тогда произведенная работа внѣлних* 
сш» не будет* служить мѣрею накопленной пдтенціаль • 



ной ѳнѳргік. И так** если желаем* иэмѣрить потенцігі.ль̂  
кую энѳргію посредством* работы внѣшних* сил*, проив ° 
водящих* дѳфориацію, то нужно назначить для этих* сил* 
такія, постепенно ивмѣняящіяся величина, который для 
каждаго мгновеній были бы как* pas* достаточны для 
уравковѣжвнія внутренних* напрвагевій. Накопленная по*> 
тѳнціальная енергія зависит* от* получившагося оконча
тельно измѣненія формы и вподяѣ ©првдѣляется этим* кв-
мѣненіѳкъ, т.е. не зависит* от* пути« по которому про» 
исходило изкѣненіе. Другими словами, она есть совер » 
ЕІѲННС опредѣлѳнная фуннція тѣж* координат*, которая 
опредѣлявт* состояние тѣха, как* бы ни мѣнялась фор&а 
тѣла, во» если при концѣ нашего наблюдения она такая 
же, как* в* началѣ его, то окончательная потенціальная 
еаергія одинакова с* начальной. Форма или вид* такой 
фуннцій может* быть разнообразная; она определяется 
свойствами тѣла. Но для упругих*, твердых* тѣл* можно 
пскавать, что их* потенціальная енергія всегда долж-
на нмѣть следующую определенную форму: она есть одно -
родная функцік второй степени от* координат* опрѳдѣля0 

ющих* состояніѳ тѣла0 Справедливость этого положенія 
указывается слѣдующим* просты»* соображеніем*: потея « 
ціальная енергія прѳдставдяѳт* работу упругих* сил* и 
опрѳдѣляѳтся произведением* этих* сил* на пѳремѣщѳнія 
или на ивмѣнѳнія формы. Но самыя упругія силы пропор -
ціональны этим* перѳмѣщѳніям* или ивмѣненіям*. Поѳтому 



работе их» представится однородной функціей второй стѳ 
пени отъ означенных» иэмѣнѳній, т.ѳ. от» координат», 
опрѳдѣляющих» состоякіе тѣл»° Называя эти координаты 
в* общем» случаѣ через»: {j) „ <у , & » • • • • получим» 
общее выраженіе для потенциальной энергік в» формѣ: 

l 

oi} V} ci • -. • 

Здѣсь СЦ ë, О . . 1 постоянные ковффицівнты, эави -
сящіѳ от* упругих* свойств* 
тѣла. 

Высказанное выше полсжѳніе о видѣ функцін, представля
ющей потенціальную энергію, может* служить общим* опре 
дѣлѳніем* Е С Ѣ Х * >пругих* тѣл*( общим* свойством* их* к 
^аэтъ в о зыожнс ст ь говорить сразу о всѣх* упругих* тѣ-
лах* и дѣлать выводы, примѣнкныѳ ко всѣмъ им*. 

4| ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ ВНЕШНИМИ СИЛАМИ И ПОТЕНЩАЯЬ 
НОЙ ЭНЕРГІЕЙ. Пусть координата, т.е. независимый пѳре-
мѣнныя, опрѳдѣляющія состояние тѣла будут*; <j> „ ̂  , 

$ \ . Величины координат* будем* считать от* 
естественная, нѳаапрякеннаго состояния тѣла, когда к* 
нему вовсѳ не приложены внѣшнія силы; при отсутствии 
нагруаок* всѣ координаты равны нулю. Напряженное со -
стоякіе т-4.га характеризуется величинами» указанные* вы-
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иіѳ, координат*. Внѣшнія (обобщенный! силы, уравнозѣши-> 
вагощія взятое нами напряженное состояніѳ, означим* тѣХ 

ми ш буквами, как* и еоотвѣтствующія им* координаты, 
но для низе* примѣким* крупный шрифта; 

Число сил* одинаково с* числом* координат*;' сила 
и координата взаимносоотвѣтствующія |относящаяся к* 
одному и тому же типу! оэкачеиы одной и той же буквой 
алфавит, т.е. другими словаки злекактаркая работа 
вкѣшких* сил* при измѣнѳкіи координат* на*. cUj> , <j[d>* 

изображается многочленом*: 

Потенціальная энѳргія нашего тѣла может* быть раз 
сиатриваена, как* накопленная из* отдѣльныз* элементар 
ных* работ* вкѣшних* нагрузок*, уравновѣяшааіощих* на*» 
прязкекіяо Так* как* какіе тѣло находится равновѣсіи, 
то к* нему можно примѣнить качало EQSMOSHH?:^. перѳмѣ « 
щеній, Тсво общій закон* раннс-вѣсія, прииѣнимый дла 
"всѣх* тѣл* и систем*. Напишем*, что сумма работ* сил*, 
внѣшниж* и внутренних*» для бѳэконочно малаго ЕОЭМОЗЙ = 

наго пѳремѣщенія равна нулю. Это пѳремѣщекіе представ-
ляется прйр&люніями координат*: D (Ä/js* (L$} . • 
Работа внѣшизс* сил* для него выражается МНОГОЧЛЙЫ-СІІ*-. 
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^^cLy ~ t - •_. ОІЛ; Ѳ . Что касается до работы 
внутренних* сил*, то она может* быть выражена,если ив-
вѣстна потенціальная енергія V в* функціи от* коорди
нат* . Эта енергія представляет* собою запасенную рабо
ту, которая в* случаѣ нужды может* быть возвращена при 
возстановленіи формы т*ла, и такое воввращекіе работы 
м производится внутренними силами. Снѣ при постепен
ном* всэстаяовлѳкіи формы будут* мало по малу отдавать 
вапасенкую потенціадьнув энергіл, т.е. будут* повто -
рять в* обратном* порядкѣ то, что происходило в* пря
мом* при деформаціи. 

Назовем* через* то приращеніе потенціальноя 
енергіи, которое получается при увеличении координат* 
на c t y , . . . При вогстановленіи формы,т.о. 
когда координаты опять уменьшатся на d/j) , d/j/ , JL9~, . . 

и вернутся к* прежним* своим* величинам* 

внутреннія силы воэетансвят* ив* накопленной потонціаль 
ной енергіи величину ея Si/. Отсюда видим*, что обрат 
но при увеличѳніи координат* от*у, у , Я] . . . .. .на 
Ау » JLjj * cL&j . . . внутреннія силы производят* ра
боту, численно равную <$^ t но отличающуюся от* нея вва 
кон*. Окладывая работы внѣшних* и внутренних* сил* и 
уравновѣшивая сумму нулю, получим*: 
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Но потѳяціальная энѳргія есть функція независимые пе
ре мѣнных* 

и поэтому приращеніѳ ея представляется, помощью про-из* 
водных* этой фуннціи» выражением»: 

Ho tj> , , & - независимы* первмѣнныя, слѣдователь-
но их* приращвнія öty , ci<j^ t cL& . . . . совершенно 
друг* от* друга независимы и могут* получать,каждое от 
дѣлыдо, любую назначенную нами величину, напр. О- H O 

S T ому в* предыдущем* равенствѣ коэффициенты у прнращэ-
вій oly , (jy^J , (Л& • . . .должны быть, каждый порознь 
равны нулю. Получим*: 

Вставляя 9 7 0 выражѳніѳ в* уравнѳніѳ |2| и собирая в* 
одно члѳны с* общими множителями, получим*: 
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т.ѳ, имѣем* следующую общую теорему: внѣшнія силы изо
бражаются производными от* потѳнціальной эиѳргіи по со 
отзетствующим* координатам*,Эамѣтим*, что при внводѣ 
е?ой теоремы не дѣяалось никаких* предположений отно 
синельно формы функціи . Следовательно эта творч*т 
общая справедливая для всех* случаев*, когда внутрен -
нія силы имѣют* потенціал*, т.е. когда для них* можно 
составить выражені« потѳнціальной энѳргіи, зависящее 
только от* координат*, определяющих* состояніѳ тъла. 
Теорема эта давно иввѣстна и ведет* свое начало от* Лаг 
ранжа. 

5| ОБОБЩЕННЫЙ ЗАКОНЪ ГУКА. Только что указанная 
теорема представляет* единственный общій, независящей 
отъ формы фуняцін закон*. Всѣ дальнѣйшів выводы 
относятся исключительно къ упругим* твердым* тѣлам*, 
я* которым* теперь и возвратимся. Для характеристики 
упругих* тѣл* лучше всего взять общую теорему о слож -
ном* сопротивлении. По этой теореме действия отдельных* 
нагрузок* складываются, если эти силы приложены одно
временно. Закон* Гуна получается как* частный случай 
этой теоремы; по закону Гука всякое перемещение или из 
нѣненіе формы пропорціонально той нагрузке, которая его 
вызывает*. Выразим* эту теорему алгебраически. На ос -
нованіи ѳя наши пѳрѳмѣщенія 
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представятся линейными функціями от* нагрузок*» Напри
мер* для перѳмѣщѳнія <-f должны имѣть зависимость 

Здѣсь о?^ѣлькав членн указывают* дѣйствія отдѣльн&х* 
нагрузок*, сгіладнвающіяся согласно теорѳмѣ о сложном* 
сопротивлении. Дѣйствіе каждой отдѣльной нагрузки пред 
ставляется членом*, который пропорционален* ЭТОЙ на -
груэкѣ. Коэффициенты пропорціональности СЦ , &̂  , (Ц, „ 
зависят* G-тъ формы, размѣров* тѣл* л его упругих* 
свойств*, Такія же зависимости должнн существовать и 
для других* координат*, т.е. 

Совокупность зыраженій |4| представляет* так* называ -
вмый обобщенный закон* Гуна: каждая координата есть ли
нейная фуннція от* нагрузок*. Всѣ явлекія упругости бу
дут* только частные случаи ©?ого закона. Выражзиія 
можно раэсм<атривать кані& уравяенія между неиззѣстяшш 
величинами » Эти уравяекія первое 
степени, ЧИСЛИ их* равно числу неиэвѣсгвнх*, слѣдова -
тѳльно веиввѣстиыя могут* быть определены элементарны-
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ии пріемами исключения. Результатом* этого исключѳнія 
получатся внѣшмія силы: 

< Р . Г .6 ) . - • . 
, выражен 

ныя фукиціямн от* координат* у? , ^ • • • • • Оче • 
видно всѣ эти функцін будут* первой степени от* яоор -
динат*, так* как* при иоключѳніи не придется ни возвы
шать в* степени, ни умножать на координаты; исключение 
будет* еѳет-оять только в* умноженіи на постоянные ко -
эффиціеятн и в* сложѳніи или вычитаніи. Поэтому в* ре
зультата исключения наши силы выравятся в* такой фор -
мѣ: 

г д * 4 . ф . е — нѣкоторнв новые коэффициенты.И 
так*: анѣшнія силы эыракаатся линѳаннмн фуккціями от* 
координата, т.е. о?* перемѣшеній или измѣнеяій формы-
Таким* обравомъ нам* придется дал*е оперировать с* весь 
аа простыни функціями. Потѳнці&лъная эязргія, кок* до
казано ранѣе, ©сть функція второго порядка, a внѣшнія 
ашы. - функціи перваго порядка относительно координат*. 
8 т о опрѳдѣляет* особую простоту выводов* и пріемов* до 
кааатвльства. 
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Это уравненіа лъ немецких* сочинениях* называется те * 
ореною Клапейрона. Оно выражает* с о б о й "?&тъ общіЗ ва
зон*, что всегда потенціальн&я «нергія вдвое меньше» 
чѣм* работа виѣшких* сил*, соответстауощая положению 
равновѣсія. 

следовательно« вставляя силы ВМЕСТО производных* в* 
предыдущее уравнение, получим*: 

6 I ТЕОРЕМА КЛАПЕЙРОНА. Тан* как* потенциальная 
энергія упругих* тел* есть однородная функція перемен
ных*, то к* ней можно применить нзеѣстную теорему Эй -
дара об* однородных* функциях*. То есть.: если составить 
полный дифференциал* этой фунхціи и в* нем*,вместо диф 
ференцівлов* переменных*, поставить самыя переменння, 
то в* результате получится первоначальная функдія.умно 
женная на степень однородности ея. 

В* нашем* случаѣ »T O T* множитель будет* два и для 
потенціальной фуннціи и получила 
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Отсюда кожяо вывести такое слѣдствіѳ. Пусть нѣно~ 
торыя внѣшнія силы будут* сразу [мгновенно| приложен-• 
к* упругой систѳмѣ в* ѳя естественном* состояніи. Дой" 
дя до положзнія, с* которыми онѣ уравновешиваются с* 
внутренними силами, эти нагрузки произведут* работу 
вдвое большую, чѣм* накопившаяся внутренняя ѳнѳргія. 
Олѣдовательнѳ упругое тѣло не остановится в* ѳтом* по-
ложѳніи, a движѳніе его будет* продолжаться пока лѳре-
мѣщѳнія получат* величины 

Только тогда скорость частиц* системы обратится аъ 
куль- За?ѣк* начнутся колебанія, который постепенно по 
тушатся дѣйссаіем* различных* сопротиилѳній. Наконец* 
система придет* в* покой, въ положэніе равковѣсія. 

?| Н З Ю Ш Ш НЯЗАВЯСИМНХЪ ІТЙРЙМЬНННХЪ. Часто при
ходится замѣнять веѣ прежиія пѳрѳнѣнныя, или часть их* 
новыми^ связанными с* первыми линейной зависимостью, 
Понятие^ что при втоы*.потенціальная энергія будет* хю 
прежнему фушшіей агорой степени относительно коорди -
нат*; внѣпінія силы, также как* и прежде, буду?* функ • 
ціи первой степени от* координат*. Пврѳмѣиа координат* 
влечет* за собою кздсѣнаніѳ типа сил*. Послѣднія должны 
бить подобракк яак*, -зтобы соотиѣтстаовали принятии* 
новым* координатам*«. При такой* линейном* прѳобраго -
заніи координат* снлн новнх* ̂ шцвдгЗДО&Зфн** - С * пражди» 
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ни силами тоже линейными зависимостями, т.е., если при 
линейном* преобразовании, прѳжнія координата связаны 
c i новыми посредством* формул*: 

При таком* линейном* преобразовании всегда можно 
так* подобрать коэффициенты Л , , (3 , Л*» - * • «что 
в* выражѳніи для потѳнціальвой энѳргіи обратятся в* 
нуль коэффициенты у всSi* членов* с* проигаеденіями 
координат*; останутся только члены с* квадратами коор
динат*, т,е. I / " =r Cbyz-t- ё if?-*- C&S • . . . . |б|. Та -
кія координаты называются главными. Они дают* самое 

Статика сооружен!!. Проф. П.Н. Дмитріѳв*. 

то величины новых* сил* X? • , Q j - . . . полу -
чатся в* таком* видѣ: 
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простое выражѳніѳ для потенциально* вяѳргіи* 
81 ПРИМЕРЫ НАХОЖДЕНІЯ ВЕЛИЧИНЫ ПОТЕНЦІАЛЬНОЙ ЗНЕР 

ГІИ УПРУГИХЪ ТЪЛЪ. Сначала напомним* внрежѳнія втой 
энергіи для простѣйшнх* случаев*, иэвѣстных* ив* кур -
еа сопротивленія матаріадов*, а потом* перѳйдѳмъ в* 
другим* случаям*. 

а| Растяжѳніе и сжатіѳ. Рааомотрим* потѳнціальную 
энѳргію упрутаго бруска» которая накопляется в* нем*, 
когда будем* растягивать его от* ѳстественкаго состо • 
яяія до получения удлинѳиія I. Вообразим* сѳбѣ одно 
ив* промежуточных* оостояній нашего бруска, когда он* 
имѣет* удлиненіѳ у . Для уравновѣшѳнія внутренних* сил* 
в* этом* состояніи нужно приложить к* бруску внѣшиюю 
растягивающую силу, величина которой должна быть 

гдѣ: 6 ковф. упругости 
Cü - площадь сѣченія 
J* - длина бруска. 

Так* как* внѣшняя сила уравяовѣвивает* внутрен • 
нія, то сумма работ* и веѣх* сил* для безтонвчяо мала-
го возможного перѳжѣщенія должна быть равна, нули. Для 
нашего упруг&го тѣла таким* возможным* пѳремѣщеніем* 
служит* бѳзяонѳчно малое увеличеніе удлиненія * Сле
довательно при увеличеніи удлиненія на c/j^, сумма pa -
бот* внутренних* снл* и внѣшней силы Jf равна нулю.Дру 
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гимн словами работа внутренних* сил» численно равна, а 
по знаку противупсложна работѣ внѣшнея силы, т.е. вѳ -
личин* Jf • ct^ или 

Повлѣднеѳ выражение дает* величину потенціаяьноя 
енвргіи накопившейся в* брускѣ при удлиненіи ff/^. Пол* 
мая потѳнціальная внергія получится как* с?ииа таких* 
элементарных* выражѳніі, т.е. 

Замѣтим* эдѣсь, что в* выражѳніи потѳнціальной 
внергіи для разсматриваѳмаго случая не входят* прокэ -
вѳдеяія координат*, следовательно выдранная нами, коор 
динатм Iудлинен!я бруска 1 - главимя. Выразим* потен » 
ціальаув енѳргію в* другое формѣ, в* функція сил*. Из
вестно, что 

подставляя вначѳніе е в* урав. 7 получим*: 

или 
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Послѣдняя формула часто применяется для разнооб -
разных* ферм*. Положим* имѣэм* ферму для которой мож -
но допустить,, что всѣ части ѳя только растягиваются 
или сжимаются и изгиб* вполнѣ устранен*. Тогда полная 
потенціальная энѳргія всей фермы представится суммою 
членов* такого вида как* |8|. Каждый брусок* фермы до-
ставит* один* член* этой суммы. 

Возвращаясь теперь к* формулам* |7| и |8|« мы ви
димо, что потѳнціальная энергія вполнѣ определяется 
или величиной окончатѳльнаго удлиненія , или вели -
чиной силы J/*, причем* обѣ ати величины входят* в* вы 
раженіе энѳргіи во второй степени. 

Если бы мы представили теперь себѣ, что груз* еУ-

будѳт* приложен* сразу к* бруску, то на протяжении уд
линения Ь груз* совершил* бы работу J)P t т.е. вдвое 
большую, чѣм* потенціальвая энергія соотвѣт 
ствующая удлинѳнію стержня t . Избыток* работы обра • 
тился бы в* кинетическую аяергію движущаго тѣла» Опи -
санное явленіе нагляднѣе всего представить графически 
]фиг» 4|. 

Если по оси абсцисс* отложить удлинѳнія у , а со 
отвѣтствующія значен!я растягивающей силы отложить по 
оси ординат*, то діаграмма представится наклонной пря
мой . Элементарная работа представит* 
ся заштрихованным* на фиг. 4 элементарным* прямоуголь
ником*. Полная работа растягивающей силы разная 
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потѳнціальной энѳргіи растянутаго бруска, представится 
площадью 

Если теперь сила не возрастает* постепенно от* нуля и 
до конѳчнаго своего вначѳнія, а приложена к* растяги -
ваѳмому стержню сразу, то на удлинѳніи -t она произве
дет* работу , изображенную на фиг. 4 прямоуголь
ником* . Так* как* энѳргія, накопленная в* 
растянутом* брускѣ составляет* только половину работы, 
произведенной силой то удлиненію ѵ не будет* соот
ветствовать равновѣсіѳ; удлиненіе будет* возрастать, 
пока работа внѣшней силііЛ^не сравняется о* внѳргіей, 
накопленной в* растянутом* бруске. Пусть втому моменту 

Тогда внергія, на
копленная в* бру 
скѣ, определяет
ся площадью 
работа внѣшнѳй 
силы площадью 

fa 

на фиг. 4 соответствует* точка Л0 

фиг. 4. 

к Из* орав 
нѳнія ©тих* пло
щадей находим*: 

Следователь 
ко окончательное удлиненіе при внезапном* приложе -
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аіи вжѣпшѳі силы будет» 

т,е. вдовое больше чѣмъ при постепенном* воврастаніи 
нагрузки. 

б I Сдвиг*. Зыражѳніѳ потенщіальной энѳргіи при 
ш m ш at 

едвигѣ может* быть получено совершенно тѣм* же путем*, 
что и при раотяжѳніи. Бели обозначить угол* окончатѳль 

фиг. 5. 

равной 

наго сдвига черев* ко -
вффицівнт* упругости при 
сдвиг» через* д% а соот -
аѣтствующую сдвигающую си* 
лу через*Т*, то, при пло* 
щади вврхняго и нижняго ос
нован! ft брусна |фиг. 

4-1 « равной.Сх) и высотѣ его 

пол у'гим*: 

или, полагая 

M 

в I Скручиваніѳ. Рассмотрим* теперь снручиванів 



28 -

о 
гдѣ ^ • модуль или коэффнціент* упругости при сдвигѣ, 
а 30 - полярный момент* инарціи псперѳчнаго сѣченія. 
Если теперь углу закручивамія дать бесконечно малое 
прирацевіе (hfb , то скручивающая sapa совершит» при 
в т ом* елеме нтариую jp ad сгту ; 

Означенная работа очевидно превратится в* потенціаль -
иую внергію скручивающаго стержня. Полная потднці&ль • 
ная виергія, соответствующая уг*у ваяручиваніяctt по -
лучится как* сумма влементарвых* виѳргій т.е. 

Знергія представилась опять фуаядіей второй степени от*, 

круглаго стержня парой сил», приложенных* на концѣ. 
Пусть об - окончательное значена^ угла закручивавІя« 
Предположим*, что скручивающая пара возрастает* таким* 
образом*, что в* каждый момент* внъшмія и внутренняя 
силы находятся Б * равновѣсіи. Возьмем* полокевіев соот 
вѣтствующѳе углу накручивания ß ; скручивают!Й мо » 
мент* ддя етого положен!я еудвт*; 
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угла вакручнванія oL . Если ш* выраженік |Ю| п одет а 
вить окончательное вначѳніе скручивающей пары; 

то получимъ 

Результат* аналогичный выраженію |Ѳ| 
г I Изгиб*. Ограничимся случаем* ивгиба около од -

ной из* главных* осей» сначала раземотрим* изгиб* од -
нородних, т.е. совершенно одинаковый по всей длинѣ те
ла. Это будет* круговой изгиб*, при котором* попѳреч -
иыя сѣченія не искривляются и сдвига не происходит*. 
Для полученія такого изгиба к* бруску должна быть при
ложена, в* плоскости изгиба, пара сил*, мѣрой величи -

которой будет* служить ея момент*о4І. Дуга круга, 
по которой изогнется ось бруска будет* имѣть радіус* 

гдѣ ™ - момент* инерціи поперѳчнаго сѣченія. Если пер 
воначальная длина бруска была , то центральный угол* 
У той дуги круга, по которой произойдет* изгиб*,най
дется из* формулы : 
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Этот* угол* ивмѣряѳт* относительный поворот* двух* по
перечных* сѣченій, приходящихся на концах* Оруска. Он* 
представляет* собоів обобщенную координату, отвѣчавщую 
силѣс^. При ивмѣненіи угла на величину d"ff* работа 
силы будет* J\iég» Полная работа внутренних* сил* при 
ивгибѣ от* естѳственнаго состояні*} бруска, когда он* 
пряной; до ивгиба на угол* , ивѳбравится суммой еле 
маятарннх* работ*: 

Неоднородный |некруговой ивгиб*[. 6* этом* случаѣ п«з -
лучаются сдвиги, сопровождаемые касательными внутрен *> 
ними силами. Для упрощенія мы пренебрежем* пока рабо -
той этих* сил*, что можно сдѣлать беэ* большой ошибки. 

Опять энергія выражается функціей второй степени от*' 
угла поворота. Если- виѣсто угла у вставить соотвѣт -
ствующій ему изгибающій момент*, то получим*: 
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так* как* касательный силы обыкновенно очень калы по 
сравнению es растягивающими и сжимающими силами, обра
зующими нагибающую пару. Тогда, для вычисления работы 
внутренних* сил* можно воспользоваться предыдущей фор
мулой. Но так* как* теперь изгиб* некруговой, то ра -
діус* JQ и момент* ивгнба мѣняюгся по длин* бруска. 
Поэтому означенную формулу слѣдует* примѣнять не ко 
всему бруску сразу, a отдѣльно к* каждому беэконечно 
малому элементу бруска, имѣющену длину cl&. Подразуме
вая теперь под* буквой tit ту величину момента изгиба, 

которая соотвѣтствувт* 
фиг. 6. 

координатѣ ѵ> , |фиг.6|по 
лучим* работу внутрен -
них* сил* для элементар
ной части его: 

Работа для всего бру
ска, имѣющаго джину Л> , нъяучитоя суммированием* эле-
ментарных* работ* и будет* 

Бели работой касательных* (сдвигающих*) сил* кельвя 
пренебречь, то к* полученному только что выраженію на* 
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до присоединить еще один* член*, который может* быть 
получен* непосредственно E S * выводов* пункта $~ » При 
этом* необходимо имѣть в* виду, что при вращеніи одно
го сѣчѳнія относительно другого сдвигающія уеилія не 
производят* никакой работы, потому что при этом* путь 
точек* приложения сил* перпендикулярен* к* направлен!*» 
сдвигающих* сил*; наоборот*, при сдвиженіи одного сѣ-
ченія относительно другого движеніе происходит* перлвн 
дикулярно к* нормальным* и, следовательно,работу про -
неводят* лишь напряженія сдвигающія» Таким* образом*, 
вея работа дѳформаціи для элемента балки получится пу-
тем* простого сложееія двух* членов*, ив* коих* первый 
будет* относиться к* враіценію и нормальным* усиліян*, 
а второй - к* сдвигу и сдвигающим* уснліян*, т.е. по * 
лучим*; 

Необходимо заметить, что в* числитель второго члена 
часто вводят* еще коэффициент* -.гС , завис&щій от* фор
мы сѣченія. Ввиду того, что второй член* в* выраженіи 
потѳнціальной энѳргіи вообще играет* незначительную 
роль и при раэсчетах*.им* обыкновенно пренебрегают*,ма 
и пренебрегли вліяніем* коэффициента іС « 

д| Сложное сопротивление растяженію и изгибу«Пусть 
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будат* растягивающая сила, - моментг изгиба, CJ -
площадь поперечнаго оѣченія, S - момент* инерцік его. 

фиг- 7 . Волокно, длиною Me, на -
ходящееоя на раэстоянін 
% от* средней продоль -
кой плоскости бруска 
'Іфиг. 7 | , подвергается 
растяженію силой на еди-

дияицу площади: — -тр 
Следовательно, его потен* 

ціальяая внергія будет* [согл* фор. Ѳ{ 

- гдѣ І00 - сѣченіе волокна. 
Просуммируем* потенціальную ѳнѳргію волокон*, ле

жащих* в* слоѣ, котораго толщина равна а/Л-* Результат* 
будет*: 
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Вынося общіе множители за знак* суммы, найдем*: 

Эта формула поназывает*, что потѳнціальная енер -
гія, в* случаѣ растяжекія вмѣстѣ с* изгибом*, равна 
суммѣ потенціальных* энергій» получающихся для каждаго 
из* ©тих* простых* сопротивленій отдѣльно. Замѣтнм*,чт© 
етот* результат* получился вслѣдствіе уничтоженія тре
тьего члена выше нриведеннаго выражения. Вообще же по* 
тенціальная енѳргія в* случаѣ сложнаго сопротивления 
не равна суммѣ потѳнці&льных* внергхй, вычисленных* 
для тѣх* простых* сопротивлений, из* которых* слагает* 
ся сложное. Полученное выракеніе |ІВ| дает* V * для еле 

Входящія сюда суммы нмѣют* слѣ-пуищія анзчанія: 
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мента длины ОІ/Х-е Полная величина потѳнціальиѳи внвргін 
получится интегрированіем* этого выражения, 

е| Изгиб* кривых* стержней. Переходя к* определе
нию потѳнціальной внергін стержней или брусьев* с* кри 
вой осью, будем* разсыатривать только плоеків кривые 
стержни, ось которых* заключает* в* своей плоскости 
все внѣшнія силы, дѣйствующія на стержень и одну ив* 
главных* осей инѳрцік каждаго поперечнаго сеченік0Есди 
теперь предположить, что крививна брусьев* незначитель 
на |брусья налой кривизны |, то для опредѣяенія нор -
мальнкх* напряженій любой точки сѣченія бруса можно бу 
дет* пользоваться уже извѣстной формулой: 

„ £ J-JE 

гдѣ aJV - нормальная осевая сила, Л 
- явгибающій мо -

мент*, а 3 - момент* инерціи • отнесенные к* рассмат
риваемому сѣчѳнію [фиг» Ѳ стр.31|.Сдвигающими силами, 
подобно тому, как* это делалось для ивгиба пряных* 
стержней сначала пренебрегаем*. 

Выдѣлим* теперь ив* крмволинейнаго стержня бѳв -
конечно тонкій клин*, длиной по срединной линіи 
(фиг. в| и pas смотр ии* в* нем* элемент*, длиной ДіС, 
отстоящій от* срединной оси в* равстояніи Z „ Нормаль* 
ныя напряжения, действующія по площади 4б) поперечнаго 
сеченія равсматриваемаго элемента, выразятся тогда 
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уравнением*: 

Въ каждой частиц* «той площади, попѳречнаго свчввіл 0 ^ 
фиг*. 8. элемента , разовьет* 

ся тогда {исходя от* не-
яагрухевнаго состояяія| 
потѳнціальная знергія: 

^ j / 2& 

Если j 0 есть радіуе* крн-
вивны срадинксй линіи,то 

^ \ F I 7 / / 

следовательно уравненіе 
\оі\ примет* вид*: 
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Суммируя потенциальную ѳнергію, раявивающуюся ю в&вдх 
бевконечно тонком* кликѣ, длимой по срединной лияік 
получаем*: 

Проивводя необходимая вычисленія ѣ% уравненін і У U и» 
имѣя в* виду, что 

получаем*: 

Отсюда потенциальная енергія всего стержня, длиною по 
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Для криви» стержней » у нозорвх* радіус* крнвивн» 0 

в* первоначальном^ соетояліх кеэдѣ очень велик* по ѳрав 
вдоія с* ивмѣрбиі&хк жшврвчнаго «ѣадиіж стержня0 кож* 
во в* уравненіи I у | пропустить у яо сравнен» о* эди 
Я Я Щ О Й н тогда уравненія |î4| примут* слѣдующій вид*: 

Если пренебречь вліяніен* нормальнее с HUSK, то яотеа * 
ціальыая внергія принимает* ѲЩО бедѣѳ упрощенный вкд^» 
а именно: 

опредѣдяющій работу деформацін кривого бруса от* 
твльамх* или сдвигающих* уеклій. 

9| ТЕОРЕМА КАСТ&ЯІАНО, Пусть наши координаты,©яре 

Статика еооруженій. Дроф, П.И» Дмктріев*. 

Если теперь принять во внимаяів вліяніе сдвигающие* 
усмлій, то аналогично сказанному s* пунхтѣ [ 2 |, необ-
ходимо будет* добавить в* полученный выше выражен-^? 
I14, IÖ и 16I для потѳвціальвой евэргін член* 
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Тогда, согласно уравнению 3, внѣшнія силн 
как* производная Vпо соотвѣ^ствувщим* координатам» изо 
браёйтея формулами: 

Каждая сила оказывается зависящей только от» своей оо-
С Т Б Ѣ Т С Т В О Я В О І координаты и не зависит» от» других» ко* 
ординат». Из* уравнеяія |3а| мы можем* определить ко
ординаты в* зависимости от* сил* и получим*; 

дѣляющія полозхеніе системы, будут» глазная, т.е» ояѣ 
подобраны так*, что потенціальная ѳнергія содержит* 
только квадраты координат* и не заключает* их* произ -
вѳденія, т.е. по уравненію б имѣеж»: 
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Вставит вти величины в* выражен іе потевціальной энѳр* 
гін IT , получает: 

Так ю л путем* мы получили новое выражен іѳ для потев; » 
ціальной внерріи. Презде она выражаласьв как* функція 
координат*, теперь она выражается, как* фуниція ©т* 
энѣгавих* сил*. Но н новое внрахеніе сказывается одно -
родной функціѳі второй степени. Вояьмен* проияводкуэ 
по одной иэ* сил Ф о получи»: 

но, сравнивал с* уравненіет |36|, видит, что это зет-
ям что иное, как* жоорднната tj> , т.е. 

u n . •< 

точно также найден* 

Эти вависимости и составляют* теорему Касткііаяо: ©ели 
«0 « О» 1« J" 

потеяціажькая энергія выражена в* зависимости от* снл%< 

то прояви одння ея по силам* будут* представлять со * 
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отвѣтствующія координаты. 
Тѳорвка Bf a. представляет* полное соотвѣтствіе с* 

теоремою Лагранжа,указанною в* 4. Таю лотенціалъ -
ная ©нергія выражалась в* .зависимости o n координат*,и 
производные ея по координатам* давали силы соотвѣтству 
кадих* типов*. Здѣсь потевціалъная енергія выражается 
в* зависимости от* сил*, и проиэводння ея по силам* бу 
дут* координаты соответствующего типа. Но теорема в* 
N° 4 есть общаь теорема, справедливая при всяком* видѣ 
функціи, выражающей потѳнціальную знергію; требуется 
только, чтобы такая функція существовала, чтобы внут -
реанія силы имѣлн потѳнціал*. Между тѣм* теорема Касти 
ліано тѣсно связана с* формой фунхціи, выражающей по» 
тѳвціальную энвргію и справедлива только для того слу
чая t когда V есть однородная функція второй степени* 
т.е. только для улругтпс* тѣл*. 

Теорема Каотиліаио ддота простой способ* нахожде
нья перѳмѣщѳяій и иэмѣнѳнія формы. Желая примѣиять ®« 
нужно помнить, что при втом* потенціальяая внѳргія долж 
на быть выражена в* фуннціи от* знѣвшкх* сил*, р&эен&т 
риваѳмых* как* веэазисимыя пѳремѣяння. 

Î0 I ПРИМЕРЫ НА ПРЮГОЙШЕ ТЕОРЙШ КАСТЙЛІАНО. 
П р и м ѣ р * Î. Ояредѣлить, пользуясь теоремой 

Каетидіаяо, вертикальное перѳмѣщеніе точки <Й в* ярдеѣ, 
представленном* на фиг. 9 под* дѣйотвіем* rpysa Q, Пло 
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фиг. 9. щадь поперечна^ 
оѣчянія деревян-
наго подкоса &і, 
ноеффяціѳнт* yap у 
гости è, ,пло
щадь поперечна* 
го сѣчаяія желѣз 
ваго тяжа CJ^ , 

коэффициент* упру 
гости Я, , 

Равложин* силу Q. по направлен! яжі Я- ж <£> , тогда 

Потенціальнел енергія системы Судет* тогда равна: 

Если обовначить вертикальное перемѣщеиіе черев*" О ,то 
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Фиг. 10. П р и м ѣ р * 2 
Найдти, пользуясь 
теоремой Кастиліа-

но, сближенів то -
чек* Jî-и За) при дѣй 

С? 
ствіи сил* о и паръ 
вА^іфир. іо |. 

Потенціальная 
енѳргія стѣнок* ба

ка* согласно внражѳні» 12, будет* равна: 

Потенціальная анѳргія дна, у концов* котораго будут* 
дѣйствовать нзгибающій момент* 

согласно выраженію I I , будет* равна; 
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І)бщая поденціальная внергія системы равна: 

Обозначая сближѳніѳ точвкъ А и 3<) в* направленіи дѣй-
ствія силы с) черев» Jo , получит: 
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нужно co-Для я&хождбнія угла, поворота сѣченій 
A it 

ставить производную . Означенная производная 
дастъ сумму углевз̂  поворота сѣ«иій Л и 33 .По сим « 
мэтріл заключаем*, что поворота каждаго ив* сѣченій 

или 

П р к м ѣ р * Э - Криволинейный брус*, р*д4-ус&. ö̂ , 
ооотавляющій/4 круга,ив* 
габаетоя вертикальной ей 
лой йайдтн 
опускай іѳ то чин .Влі-
яміем* продольной и по -
перечной сил* можно про-
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небречь. 
Потвнціальная анергія системы, согласно выраасѳкію 16, 
будет* равна: 

Въ данном* случаѣ имѣем*: 

следовательно : 

Обозначая опуснаяіе |вертикальное пѳрѳн.| точки 5h че
рез* |Э, получим*: 
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ВВЕДЕН IE ФИКТйВНЫТЪ' внъшнихъ сшгь. 

Иногда требуется опрѳдѣлить в* фернѣ или систем* 
перемѣщѳніе такого узла или точки, в* которым* ве при** 
ложеко вовсе вяѣшнеі силы. Ежи вообще: требуется опре 
дѣлить такую из* обобщенных* координат*, ооотвѣтству -
ющая которой сила вовсе не приложена к* систем*. По те 
орѳмѣ Кастиліано, каждое пѳрѳмѣіценіѳ получается в* ви 
дѣ производной от* потенціальной энергіи по ооотвѣт -
ствующѳй силѣ; но в* указанных* случаях* этой силы во* 
вса нѣт* и она не входит* в* внражѳніѳ потенціальной 
эвергіи. Означенное затруднение легко обойти. Нужно 
только обобщить задачу, прибавив* к* числу заданных* 
сил* еще фиктивную силу, которой не достает* т.е. си -
лу соответствующую искомому пере: щенію. Эатъи* най
дя, по теоремѣ Кастиліано: искомое перѳмѣщеніе в* этом* 
случаѣ» иуак© перейти к* вадаиному частному случаю, и 
положить, что прибавленная фиктивная сила равна нулю. 
Поясним* сказанное примѣрами. 

или 
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^иг. 12. П р и м 4 р 5 4 

Пусть, напримѣръ, 
имѣѳм* форму |фиг» 
12I у которой ииж-
ніе узлы загружены, 
и требуется найти 
вертикальное.пере -
мѣщенів какого ни » 
будь из* верхних* 

узлов* trv . Тогда необходимо к* дѣйстзительвым* нагруэ 
камъ £f прибавить в* у э л ѣ ^ фиктивную вертикальную на 
грузку б. . Составить далѣе выраженіз для потенціаль -
вой внергіи У и взять производную от* вея по ß . За* 
тѣм* в* полученной производной положить: 

П р и м ѣ р * 5. Требуется найти горизонтальное 
перемѣщеніѳ 
конца»53 фермы 
по опорѣо 

Нагрузка 
производился 
вертикальными 

аз 

силами С/ * 

Здѣсь нво#-
ходимо приёа» 

вить фиктивную горизонтальную силу / 6 „ Производаае от% 
потѳнціальноЯ энѳргіи U по даст* горизонтальное ne 



- 44 -

рэмѣщоніе точки *S в* общем* случаѣ. Затѣм* необходи
мо перейдти к* частному заданію, положив*: 

К» прибавлен!» фиктивных* сил* приходится прибѣ 
гать и в* тѣх* случаях*, когда имѣем* нѣсколько одина-

фиг.- 14. кевнх* нагрузок* 
|фиг.Г2, 13, 141, 
тая* как* при соста 
влѳніи внражсиія для 
потѳнціальной энер
гии всѣ силы бу
дут* смѣшаны между 
собой и будет» труд 

но отличить одну силу от* другой. 
П р и к ѣ р * 6. Найдти вертикальное пѳремѣщѳяіе 

узда ftv для случая (фиг. Ï4|. 
Прибавим* к* узлу лгѵ фнктивиу* окіу 0. и опредѣ-

лзга* отдѣльно напряжения стержней фермы при двух* слу
чаях*: а| когда дѣйствуют* воѣ нагрузки 0* ; в| когда 
дѣіетвует* только яагрувна Q* . Пусть напряженіл како
го нибудь из* стержней для перваго из* етях* случаев* 
будете S\ ь а для второго - К . Û 

Поящие напряжение 'J* — *$\ Q, 

Слѣдоватвлыш потенціаладав «вѳргія всей фермы вя 
разится суммою отдѣльных* членов* потенціальной енѳр-
гіи для каждаго стержня. 

Потенціальная звергія для любого стержня, соглас-
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во выражению Ѳ 

Полная потенціальная енергі* 

Обозначая искомое пѳрвыѣщеніе угла череп 
получим*, что перемѣщеніе | ^ | увла ЛГ^ , ври діі » 
ствіи заданных* сил* к фиктивной силы Q. , равно: 

0-0. Полагая , получим* окончательно, что 

Ив* вывода теоремы Каетиліано ясно усматривалось, 
что фуннція £Г представляет* полную еваргія всей си -
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етѳмые со внлівченівк%0 конечно, и статически неопреде
лимых* величин* или лишних* неизвестных*. Это вклвче -
ші& имеет* значеніе, когда ищем* перемещение 'Oit , отвѣ 
чающее одной иг* статически неопределимых* величин*^, 
|т.э. которая считается одной из* лишних* сил*» эамѣ -
кяющей собой присутствие лишней части фермы|, так* 
как* в* втом* случае придется брать производную от* 
пстеаціальной »кергіи по еилѣ ' . Когда асе ищутся пе-
рѳкѣщенія, отвѣчающія заданным* внешним* силам*, :"ѵ 
тогда можно и не вводить внергію лишних* сил* |стати -
чески кеспредѣлншг&і в* выразкеніе . Ошибки от* ВТО 

го не будет*, тан* как* в* втих* случаях* придется 
брать проивводныя от* V по соответственным* заданным* 
вкѣшшш* силам**иследовательно» проивводныя членов*, 
представляющих* энергію лишкихъ частей фермы, обратят
ся в* нуль, йэ* скаваннаго не слѣдует* думать, что из-
мѣкеніе фигуры вовсе не зависит* от* присутствия лиш -
шжъ частей н их* напряжений. Эти напряженія войдут* в* 
формулы^ представляющая анѳргію нѳобходишх* частей, а 
Потому не исчезнут* в* вырежейіях* для пзрвыѣщеній» не
смотря на отбрасываніе тѣх* членов*, которые изобра -
жают* потѳндіальную анергію лишних* частей. Поясним* 
примѣром*. 

П р и м ѣ р * 7о Дана арка с* затяжкой |фиг, 15| 
нагруженная грузами в* верхних* увлах*. Требуется 
определить пѳрѳмѣщеніе, соответствующее иэмѣнвнію дли» 
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фиг. 15. ны затяжки,, а 
также верти -
кальное пере • 
мѣщеніа сред 
ияго вврхияго 
уяла^Ь фермы. 
Ливне! неив • 
вѣстной или 
статически не* 
опредѣлимой se 

, Личиной в* дан 
ном* случаѣ будет* усиліе X » соответствующее напря -
женію затяжки* Обозначим* пѳрѳиѣщеніе, соотвѣтствующее 
усилію X t т.е. измѣненіе разстояніе пяток*Д~ и .55 , 
через*Ф . Для кахожденія же перемѣщѳнія р предполо -
жим*, что кромѣ заданных* нагрузок* Q 5 , в* уэлѣ 
дѣйствует^ еще фиктивная нагрузка Q , , которую,, по 
окончании вычислѳній, положим* равной нулю. 

Для составления выраженія потенціальной ѳнергіи, 
нам* нужно знать напряженія^ необходимых* стержней 
фермы, Эти напряжѳнія могут* быть равсматриваѳзш5 как* 
происходящія от* совокупности трех* причин*; 

а| от* нагрузок* ff 

б I от* нагрувки Û 
в I от* усилій X ? X 

Полное усиліе//Ѵравно суммѣ напряжений» пронсхо-
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дящих* от* этих* трех* причин*. . 
Напряжен!я, вызываемыя силами , пропор -

ціональны этим* внѣшиим* силам*. Обозначим* далѣе f че
рез*; 

- напряжен!я в* стержнях* от* нагрузок* & , 
в* предположении, что и X равны нулю. 

<с£ • напряжѳнія для случая, когда <3,- і , а си-

- напряжѳнія для случая, когда X = і , а ск» 

Значѳнія напряженіі , J . , J*, легко опрвдѣ -
дяются помощью построена* діагракм*. 
Тогда 

и потеиціальяая енѳргія системы будет* равна 

Статика сооруженій Проф. П.И. Дмитріев*. 
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Cj и où " площадь попѳрѳчнаго сѣчѳнія и длина стер* 

г м 

СО^ и cÀJ • площадь попѳречнаго сѣченія и длина ватяж 
ки. 

Чтобы получить измѣнѳніе | tfc 1 разстоянія M. 
нужно ввять производную от* V по силѣ X ; нагрузку 
Q можем* считать нулем*. Получим*: 

может* быть отброшен* с* самаго начала. A послѣ окон » 
чанія дифференцирования нужно положить (Х~ О 
На основаніи этого получим*: 

Статика сооруженія* Проф. П-Н. Дмитріѳв** 

Для нахождения вертиКальнаго перемвщенія увда /гѵ, 
нужно наядти производную от* V по ß ;при этой* член* 
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I I ] НАЧАЛО ̂ АЙЙЙНЬШЕЙ РАБОТЫ. Эта тѳорѳма имеет* 
особое значеніе для изученîn последующих* отделов*,так* 
как* дает* простой пріеи* для нахожденія статически -
неопределимых* величин* или лишних* неизвестных*. Она 
представляет* собою прямое слѣдствіѳ теоремы Кастяліа-
во и также определяется формой потенціальной ввергім 
упругих* тѣя*, т.е. тѣмъ обстоятельством*, что ѳта ікѳр 
гія есть однородная функція второй степени. 

Та статнчески-носпредѣлим&я величина, которую же-
даем* спрѳдѣлить, должна считаться внешней силой и по-
тѳнціальная внергія системы должна быть выражена в* 
фунвціи внешних* сил*, ваьъ это требуется теоремой 
Кастиліано. Дифференцируя потенціальную энергію по ста 
тически-неопределимой величине, получим* соотвѣтству ° 
ющее ей перемещен!®. Разсмотрим* сначала тот* случай^ 
когда статически-неопределимая величина есть одна ив* 
реакцій неподвижных* опор*. Тогда соответствующее ей 
перѳмѣщеніfi равно нулю. Называя потевціадьнуа внергію 
черев* V , а лишнюю неизвестную через* , получим*: 



« 51 -

Это будут* совокупный уравнения первое степени; число 
их* равно числу ненавистных* реакці£- Эти уравненія по 
служат* для опрѳдѣлѳнія величин* X , % , % . . . . 

Вовьмѳм* теперь другой случай. Статически*неопре* 
дѣлииая величина Э> есть не реакція опоры, а одно ив* 
статически неопределимых* внутренние напряненій на -
кой нибудь части нашей системы. Отдѣлим* вту часть от* 
всей системы и присутстэіе ея в* системе вам*ним* он* 
лей % , которую будем* считать аиѣшней силой, прило -
женкой в* сястемѣ. Но не забудем*, в* свою очередь, и 
отделенную часть системы. На нее можно смотрѣть как* 
на подверженную внешней силе противоположной 33- ; ее 

Но V есть функція второй степени от* сил*; ея про • 
ивводная будет* содержать неиввѣстную X в* первой 
степени. Слѣдовательно, предыдущее уравнѳніѳ может* слу 
жить для нахожденія неизвѣстной У/ . Если у нас* нѣ • 
сколько неиввѣстных* реанцій неподвижных* опор*:, X , J£ 
і то для каждой ив* них* получим* та* 
иія же уравненія : 



назовем* - f t 
Составим* выражѳніе потенціальной енвргік отдѣдь» 

но для выделенной части и для остальной системы. Эти 
двѣ потѳнціальныя ѳнергін назовем*: Щ и Ѵ% , а об 
щую их* сумму, т.е. пот®нціальвую выергію всей системы 
включая и лишнюю часть, назовем* через* 2Г , так* что 

V = ц - % 
Как* , так* к должны быть выражены в* 

функцік внѣшннх* сил*, включая в* их* число лишнюю см* 
jnyJO Сначала примѣним* теорему Кастиліано sa выдѣ • 
ленной части. Называя через* X пѳрѳмѣщѳніе, етвѣча -
ющѳѳ силѣ ш % , получим* 

Затѣм* возьмем* ос-талькуз? систему, Дифференцируя ее по 
Б Н Ѣ Ш Н Ѳ І силѣ & , получим* то же перемѣщеніѳ X , #ак* 

J if 
и прежде, т.е. 1» •= jt • Соединяя втн два уравненія 
находим*: 

Теперь мы можем* всѣ предндущія разсужденія об* «• 
единить з* видѣ слѣдующаго положекія: нужно выразить 
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потенціальную внергію в* функціи внешних* сил*, при -
числяя к* вит и статически неопределимый силы и sa • 
тем* написать, что проивводныя виѳргіи, по каждой ив* 
статически неопределимых* сия*, равны нулю. Ив* полу* 
чѳнных* таким* образом* условных* уравнений могут* 
быть найдены эти самыя статически НОопределимый силы 
Этому положені» придают* обыкновенно иную форму, кото
рая, по существу, не дает* ничего новаго, но представ
ляет* удобства для аапоминакія, іслѣдствіе большей ежа 
тости вкраженія. Именно, уравненіе = Q мм напива -
ли бы и в* том* случае, если бы искали максимум* или 
минимум* потѳнціальвой внергіи, считая ее функціей,ста 
тически неопределимой, силы SC- . Следовательно, нале 
положеніѳ может* быть высказано в* таком* виде: нужно 
найти такія величины, статически неопределимых*, сил*, 
который делак>т* потвнціальнуда энергію наидольней или 
наименьшей. Это будут* кстинння величины статически не 
определимых* сил*. Так* как* вторая производная потен
циальной энергіи по статически неопределимой силе не -
обходимо положительна, тс потенціальная внергія IT бу 
дет* наименьшей. По этой причине выше высказанное пра 
вило часто называется началом* наименьшей работы, Мно-
гіе авторы придают* этому же положенію еще иное назва
ние : принципа производной работы деформацін. Нельзя не 
прнвнать за последним* наэванівы? больней правиль -
ности и верности -опродѣлрніп, таи* инк* по существу во 
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прова для нас* надо интересно будет* ли ьнвргІя на 
ибольшей или наименьшей. Уравненis ваши в* обоих* слу 
чаях* остаются един и тѣ же. Здѣсь же вамѣтим*, что, 
вмѣсто внражевія потенці&льная ^яѳргія", в* техвикѣ 
принято придерживаться обозначения ^работа деформа • 
ціи*. 

Ï2| ПРИМЬГО RA ПРИЛОЖЕЕІЕ ПРИНЦИПА ПРОИЗВОДНОЙ 
РАБОТЫ ДЕФОРМАЦІК, 

П р и к ѣ р * I . На нарнирную систему, имѣющую 
Фиг. 16. форму сравильяаго шестиугольника, 

легко убедиться, что усилія в* остальных* стержнях* 
контура будут* = )( 
в* діагоналях* 8, 9, I I и 12 усилія будут* равны | - Х ! 
а в* діагоналях* 7*ой и 10-ой усилія | 9* - _Х_ | 

Потенціальная евѳргія всей системы рачна 

дѣіствуют* дв* равный и прямо про
тивоположный силы ̂  [фиг. 16j. 
Найдти уснлія в* стержнях*. Систе
ма инѣѳт*: уэлоа* £ - 7 и стѳрж • 
ней 1> * 12; условія статической 
опрѳдѣлнности 2 (С • 3 - Х неудовлет
ворено, один* стержень лияшій. 9а 

лишнюю веизвѣстную примем* усяліе 
X в* первом* стержнѣ. Ввиду того, 

что шестиугольник* правильной формы, 



откуда 

П р и м ѣ р * S. Дана криволинейная ферма с* за
тяжкой, изображенная на |фиг. 15| и нагруженная груза* 

<4Ъ-
ни О, в* верхних* узлах*. Требуется определить капря -
^енія в* стержнях* ферша. 

В* Данном*случаѣ напряжение «атяжкн есть ливняя 
неиэвѣстная Х_ , 

Напряженияостальных* стержней фѳрнв составить
ся ив* двух* слагаемых*: 

11 напряженІЙ jSA получающихся только от* натру -
»ок* %} ,иоглл положим* X О 

На основаніи принципа проивводной работы двфоріеаціи 
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2I напряженit, вызываемых* одной силой X ; эти 
внутренняя сил» цропорціональны X и представятся 
выражен!ein Л3 , гдѣ J3 напряженіе получающееся 
когда X -1 . a все *3 равны нулю. 

Величины Д и легко определяются. Всего луч
ше определить их* на освованін діаграмн*, причем* при
дется построить две ді&граммы напряженій: 

11 одну для случая, когда действуют* вадаиння на. 
грувки £Р f а сила X = О 

2| другую для случая, когда нагрувки 3*= Q , а си
ла X равна единице. Первая діаграмма даст* величины 
всех* Д , а вторая - величины всех* J 3 . 
Истинное налряженіе для каждаго на* стержней будет*: 

Обозначая черев* оС длину стержня, а черев* 6J - пло « 
щадь его сѣчанія, получит, что потенціальная эвергія 
одного ив* стержней будет* равна: 

Потенціальная енергія всех* стержней фермы: 
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Полная »н«гргія системы: 

Прхмѣняя прияцкхгь проивводнои работы двфорыаціи, по* 
лучицъ: 
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откуда получается X • Зная ж в 21 , легко нандти и на
пряжен! я в* остальных* стержнях* фермы, ягельзуявь ра -
ввнетвем*, что для каждаго стержня 

П р и м е р * 3. Дана арочная ферма |фит. 17 |с* 
фиг. 17. шарнирными нѳпод 

вижныаи опорами 
ж загруженная 
грузами Q, в* 
верхних* умах*. 
Так* как* обѣ on о 
ры шарнирным не-
подвижный, то 
ферма статически 

неопределима, благодаря неподвижности опор*, кромѣ вер 
тикальных* реакцій, должны появиться и горизонтальная 
реакціи, препятствуютis раздвнженію опор*.Величину го
ризонтальной рвакцік к примем* за лишнюю неизвестную 
У\ . Для определения лишней неизвестной ^статически 

неопределимой]_Х надо составить потенціальнуго экѳргію 
системы и, взяв* первую производную от* нея, прирав -
нять ее кулю. Для составленія же выражен!» лотенціаль-
ной знергіи нак* нужно энать напркжѳніл /і* »сѣх* стерж 
ней фермы. 9 т и напряженія когуть быть, как* и в* при -
мерв равсмотрѣны иак* сумма напряжений,, т.о. 
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Jj* - напряжен!я в* стержнях*, опредѣленныя ив* 
діаграммн, при уеловіи вагружѳнія всей фер
мы грувамн 9 и при X — 0 , т.е. как* буд
то одна ив* опор* была бы подвижная. 

- напряжения в* стержнях*, определенный ив* 
діагранмы, построенной при условіи, что гру 
вы S равны нулю, а сила X =• \ 

Потѳпціальная внергія всей системы равна : 

Для удобства вычисленій величины и .сі̂  . как* г>* 



данной* прнмѣрѣ, так* и s* предыдущем* ] 2 | » слѣдуѳт* 

располагать в* ̂ &блнцѣ, образец* который и приведем* и 
ниже. 

Опредѣлиэ* X 9 легко найдти капряэиеніе в* лю -
бом* отѳржнѣ фермы из* равенства: 

П р и м ѣ р * 4. Прямоугольная шарнирная рама 
ЛѢОИІъъ діагоналямн J С vi ffî) сжимается силами ff . 

фиг. 18. Найдти уеилія в* стержнях* 
если сѣченія стоек* Ш и 

/О С равны (^о » остальные 
стѳрнни имѣют* сѣчѳиіѳ & 
|фиг. 181. 

Обозначим* лишнее неиввѣст 
нов уеидів діагсналн ® ß 
через* X 0 

Для опредѣлѳнія напр я 
ж®ній в* необходимых* стера 
нях* систены, разсмотрхм* 
два случая эагружбнія es, 
а именно: 

Первый случай, когда дѣйствуют* силы с? , а оила 
Х~0. При этом*, очевидно, напряжения в* стержнях* 

будут* равны - J t а напряжен!я в* 
будут* равны нулю. 
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Второй случай, когда дѣйствует* сила X » а- силы 

В* этом* случай, очевидно, усилія будут* равны: 

ДЛЯ M И $ С - КС6 OL 

для 

для Л С- » X І п о энану противополож
но усжлі» 13 .1 

Окончательно имѣемъ, что усилія в* стержнях*, системы 

будут* равны: 

*япМ> ж Ч>0 - \cioL 

Я** M - X 

для 

Полная потенціаяьная энергія системы равна: 

Прннѣняя принцип* производной работы деформаціи, полу-
чин*: 

file:///cioL


6 3 

Имѣя ввиду, что (ѵ ̂  w<c4o6 * ; £-/ЛоС£и -|п- —i^d, и 

решая уравяѳніѳ, имеем*; 

П р х м ѣ р * 5. Опредѣлнть уснліѳ въ стойкѣ 
нятр«нг*львой балки, показанной на [фиг. 19|. Harpys • 
ка раваоиѣрно распределенная . 

Балка деревянная, площадь» сѣчзнія ^ У es 
коаффпціектохъ упругости S И моиентом* инерціиіс]* Тя» 
ии и стойка желѣвныя, коэффициент* упругости «S, f тіло 
щадь сѣчэнія стойки Й^, площадь еѣчвнія тяжей - CJ^ , 
Потенціальная энергія балки J{ £ ояредѣлится на ос-
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фиг» 19- нованіи нижеслѣдующих» 
соображѳній: на балку 
дѣйствуют» силы: нагруз
ка <̂  и Л , мвгибающіе 
ее и силы 

приложенный по концам» 
балки и сжимающія ее. Потѳнціальная евергія «я равна 

(смотри выраженія 8 и 12|. 
Потѳнціальная енѳргія тяжей. 
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Потвнціальная онѳргія стойки: 

Потвнціальная энвргія, всей системы равна; 

Производная от% потанціальной энѳргіи по X равна: 

При равнонѣрной "нагрузкѣ : 

Статика сооружѳній Проф. Пой.Дмитріев*. 
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следовательно: 

Приравнивая производную нулю получим* 
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Откуда легко можно определить X по данным* разиѣ-
рам* системы. 

Г л а в а I I . 

КРИВОЙ БРУСЪ И ОПРЕДОІЕНІЕ ЕГО ДЕФОРМАЦІЙ. 

Перейдем* теперь к* опредѣлѳнію напряжений и 
деформацій в* брусьях* с* кривою осью. Мы ограничим
ся равсмотрѣніем* брусьев*, ось которых* представля
ет* плоскую кривую. Будем* предполагать, что внѣшнія 
силы лежат* в* плоскости оси бруса, в* той же плоско 
сти лежит* одна из* главных* осей инерціи, каждаго 
попѳрѳчнаго сѣчѳнія. В* таком* случаѣ и поел* иеярж-
вленія ось бруса будет* представлять собой плоскую 
кривую. И Б М Ѣ Н О Н І Я формы бруса при дѣйствіи внѣшних* 
сил* будем* предполагать малыми. Разсѣчем* брус* сѣ-
ченіѳм* &ê |фиг. 20I нормальным* к* оси Ï и раэсмот 
рим* условія равновѣсія одной какой либо половины 
бруса. Всѣ силк, лежащія, напримѣр*, по лѣвую сто -
рону сѣченія сѵ (о могут* быть приведены, как* иа -
вЪстно, к* одной силѣ Т{, , приложенной ві центр* тя-
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фиг, 20 коота Ô попе* 
рѳчкаго с*тенія и 
къпарѣ сил* сМг 
Сила^, может* 
быть разложена 

Г на составяяющія: 
- нормаль -

ную к* е*ченію 
fr Ь и *Y, ле
жащую в* плоено 
сти сѣченія. 

Внутренняя силы упругости, дѣйствующія по плоскости 
поперечнаго сѣченія !̂? и лредсяавляющія собой дѣй-
ствіе отброшенной правой части бруса на лѣвую, оче -
видно должны уравновѣшивать внѣшнія силы, проложен -
ння и* лѣвой части бруса. Выдѣлим* в* плоскости по -
перечнаго сѣченія Q/b бевковечно малый еленент* du) 
и наговем* через* YbckùJ нормальную а оставляющую, дія-
ствующаго на этот* элемент* усилія, а через* ̂  d/&> 

и t^JiïJ касательный составдяющін того же усилія. 
В* таком* случаѣ мы можем* написать три условія рав-
новѣсія: « 
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Если бы надо был* извѣстен* закон* распредѣлѳ -
нія усилій t# %, по плоскости поперѳчнаго сѣчѳ-
нія, то, пользуясь уравнекіяни I , мы могли бы наяд 
ти величину напряженій по заданным* внѣшним* силам*. 
В* виду того что закон* раслредѣленія усилій fv, 
и t j нѳ извѣстѳн*. то при опрѳдѣленіи напряженій в* 
кривых* брусьях* мы въ дальнѣйшѳм* будем* различать 
два случая: 

і| Случай брусьев*-малой кривизны т.е. когда 
кривизна брусьев* незначительна и радіус* их* кривив 
ны очень велик* по сравненію с* поперечными разиѣ -
рами бруса |костовыя, строяильныя фермы, арки, сво
ды и т.п.J. 

2| Случай брусьев* большой кривизны - когда ра-
діус* кривизны брусьев* не настолько значителен*,что 
бы отношениями к* нему поперечных* раэмѣрозъ бруса 
м OSCH о было бы пренебрегать |крюк*. звено цѣпи, коль
цо и т.п.I. 

131 БРУСЬЯ МАЛОЙ КРИВИЗНЫ. Если кривизна бруса 
незначительна, то іш можем* с* достаточной точностью 
допустить, что закон* распредѣленія напряжений по 
плоскости поперѳчнаго свчонія такой зке квжъ и в* 
брусьях* с* прямолинейной осью. 

Действительно, в* втомъ случаѣ мк можем* пред
ставить сѳбѣ кривизну бруса до деформаціи его, как* 
результат* дѣяствія на прямой брус* нѣкоторых* вооб-
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р&каемых* внешних* сил*. Ко при малых* ивігьненіяхъ 
формы брусьев*, совместное дѣйствіе воображаемых* и 
данных* сил* должно быть равно суммѣ отдѣльныхъ дей
ствий на прямой брус* тех* и других* сил*; поэтому 
действіѳ внешних* сил* на кривой брус* выравитск:нор 
мальвым* напряжением* 

от* вдіянія пары сил* ;сАѵ I» затем* нормальным* на
пряжением* 

от* вліянія П Р О Д О Л Ь Н О Е силы |*Ѵ | и касательным* на
пряжен! ем* 

от* действія поперечной силы j "J 1 |= Таким* образом* 
в* любом* данном* сѣчѳніи кривого бруса будут* иметь 
мѣсто напряжѳнія 



Что касается касательных* напряженій | ~t |, то 
нужно заметить, что их* вначеніе в* случае кривых* 
брусьев* несравненно меньше, чѣмъ в* брусьях* с* прямо 
линейной осью. Поэтому обыкновенно касательными уси* 
лі ями прѳнебре гают* «, 

Деформація кривого бруса опрѳдѣляется по двум* 
величинам*: приращѳнію AcLif угла сменности d/\f 
угол* между двумя смежными сѣчѳніями| и удлиненію Д(АУ 
отрѣэка оси, длиной между смежными сѣчѳніями. 
Вліяніем* сдвига на деформацію бруса мы будем* пре
небрегать, подобно тому, как* ѳто дѣлалось при опрѳ 
дѣленіи упругой линіи прямых* брусьев*. Изучим* от
дельно дѳформаціи вызываемый продольной силой и от
дельно деформаціи от* иэгибающаго момента л . 

НОРМАЛЬНАЯ [ПРОДОЛЬНАЯ] СИЛА àf вызывает* в* се 
чѳніи равномѣрное сжимающее 
или растягивающее напряжѳ -

ніе ~~£J~ • которому COOT -

вѣтствуѳт* укороченіе или 
удлинение отрѣэна оси бруса 
üLs на величину АсЬб .Вся 
кое другое волокно укоро -
тится или удлинится на вѳ -
личину, пропорциональную 
первоначальной длкнѣ^и по
тому сѣченія и &А> |фиг. 
211 останутся плоскими и Jîy 
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дут* пересѣкаться s* том* же мѣстѣ | О I• ч т о и Д° 
д©формаціи. 

Первоначальный угол* смежности ckçf увеличится 
на величину Лсіі^. 

Нетрудно видѣть, что величина измѣненія угла 
всегда очень мала. Въ самом* дѣлѣ: на основаніи за
конов* равномѣрн&го сжатія или растяженія имѣѳм*,что 

Величина относитѳльнаго унорочѳнія или удлинѳнія 
I О» I при допускаемых* напряженіях*, например*, для 
хѳлѣэа не превосходит* 

для жѳлѣэо-бетона - не свыше 
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для кирпичной кладки на цементной* растворе - не свы 
JZ _ А 

шв* Зоооо~2SOÖ 
Следовательно продольная сила с/Т на изменяет* 

пѳрвовачальнаго радіуса кривизны бруса и весьма сла
бо вліяет* на нвмѣнекіе угла смежности, поетому , в* 
большинстве практических* случаев* при определении 
деформаціи бруса можно будет*.пренебрегать продоль -
кой силой. 

Ивследуем* теперь вліяніе пары сил* на де
формацию бруса. Назовем* через* J 0 радіус* кривизны 
оси бруса в* разсматриваемом* сѣченік до деформаціи 
бруса и через* J9* после нея. Разсматривая первона -
чадьную кривизну бруса, как* ревультат* действія на 
прямой брус* воображаемых* внешних* сил* и обозначая 
их* момент* через* , мы можем* выразить послѣд -
ній через* радіус* кривизны f по известной из* Со 
противлѳнія материалов* формуле 

Точно также для радіуса J* кривизны, разсматри-
ваемой как* результат* совмѣстнаго дѣйствія вообра
жаемых* и данных* сил*, дающих* иэгибающій момент* 
іЛІ-і J$- находим* 
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Следовательно 

Откуда находим» зависимость 

в| т.е. измѣненіе кри 

вивны оси бруса пропорционально изгибающему момен-

не измѣняется отъ в л і я н і я коментовг <ЗЙ̂  и «Л^*, то 

или 
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получим* 

Имея величины I а I и j д| деформацій элемента 
бруса, можно теперь найдти для всего бруса прираще -
ніе угла ̂ ( 5 ß ~ # J между двумя какими нибудь сѣче -
ніями или касательными к* оси бруса в* точках* *А\ 

и ̂  і и I Х^и а также измѣненія разсто-
янія между последними Л [Хо*-Х ) и Л [ч - Ч 11 по 

^ О Я * ^ о в * . 4 7 k a * ^ ' 
осям*<Л и а іфиг. 221 . 

Выдѣлим* у точкишй I с* ксорде X и J> I бруса 
элемент*, длиной = сіб и разсмотримъ вліяніе де
формации ©того элемента на перемещения точки * Д , при 
втом* отдѣльно оценим* вліяніе удликѳнія или укоро -
ченія элемента от* продольной силы и отдѣльно влі 
яніе искривленія выдѣлѳннаго элемента. Для этого 
.представим* себе Пока, что кривой брус* неизменяемо 
закреплен* сечѳніем* в* точке Л*. 

Подставляя, найден
ное аначѳніе 

в* ураанеків |в |, 
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Фиг. 22. 

Дѣйствіе продольной силы ùf на елѳментъ 
выразится измѣненіемъ длины его и поступательным* 
движеніемъ всей лѣвой части бруса на величи 
ну [см. ур. а 

по направленно каса-

тельной в* точкѣ Л оси бруса, следовательно пере 
иѣшені» 
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При удлинении всѣх* элементов* бруса, разстояніё 
(Хд— Х 1 ] получить приращеніе 

. . .jar 

a раэстояніе — получить прирашеніе 

Если вліяніѳыъ продольной силы X на измѣне -
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ft для всего бруса въ - прѳдѣлахъ отъ <Х, до JCt 

Разсмотримъ теперь вліяніѳ искривлѳнія выдѣ -
леннаго элемента. 

Когда у какой нибудь точки Л оси бруса с* ноор 
динатами X и ̂  происходит* по длинѣ увеличиніе 
угла смежности ка величину А ал£ , то при этом* ле
вая часть Д , Л бруса вращается относительно точки 
Л на элементарный угол*.Aoty (строго говоря враще -
ніе будет* происходить около некоторой промежуточной 
точки между Д и д\л , но так* какъ Л и Д | беэконѳчно 
близки одна къ другой, то мы, пренебрегая малыми 
высших* порядков*, иокемъ принять Д за центр* вра -
щенія части бруса Л Jï^ J * • 

^ Вслѣдствіе врашѳнія, .точка Д , описывает* дугу 
Д Д 1 = Д Д • А < ^ , проекціи которой будут*: 

кіе угла смежности dtf нельзя пренебречь, то тогда 
означенное вліяніе, принимая во вниманіе равенства 
|б|„ выразится для элемента ( J\ ] величиной 
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Первая проѳяція представляет» собой величину, 
на которую ивмѣняется [увеличивается] разстояніе 

) между точками «Аг вслѣдствіе иэгиба 
одного элемента бруса; поэтому от* вдікнія иэгиба 
всѣх* элементов* бруса раэстояніе [Jig^X.,] получит* 
измѣнѳнія: у 

Точно также вторая проѳкція дуги Л1Л1 

— — X '• А выражает* собой ивмѣнѳніе |умень-

шоніе| раэстойнія ( ^ - ^ ) М Ѳ Ж А У т о ч к а м и Д и ^ £ 
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по оси У - овть вслѣдствіе изгиба элемента длиной 
СІА ; отъ изгиба же всего бруса раэстояніе — 
получитЪ приращеніе |уменьшеніе| 

Наконец* для изыѣнѳнія угла jPg — $ » М Ѳ Ж Д У c * " 
ченіями или касательными в* точках* Д и Л г найдем* 

Выше мы предполагали при выводѣ формул*, что 
конец* бруса - неподвижен*; если же он* изменя
ет* свое положѳніе на угол* А ^ Іфиг. 23|, то весь 
брус*, как* твердое тѣло повернется на этот* же угол* 
вокруг* точки при этом* Iподобно предыдущему 
вліянію A Жір I разстояніе [ — Хл ) уменьшится 
на —• Ѵ}л , так* что пржращеніѳ 



- 81 -

Фиг. 23. 

a разстояніе ( ^ " " i f-i) Увеличится на (х^- ] Л ̂  ; 
с лѣ до в ат вль н о 

Если бы точка имѣла еще поступательное пѳ • 
ремѣщвніе, то оно сопровождалось бы таким* же пере-

Статика сооружена.** проф. П.И. Дмитріевъ, 
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нѣщеніѳм* всѣх* точен* бруса, как* неизмѣняеиаго твѳр 
даго тѣла и потому, с* достаточной точностью/ можно 
допустить, что это пѳремѣіиѳніе неивмѣннт* раастояній 

Складывая результаты вліянія пары сил* JrUt про
дольной силы jf и вращенія на угол* Л получимъ 
слѣдующія осиовныя формулы для дѳформаціи кривого бру 
са. 

Если конец* бруса «Л̂  неподвижен*, то 
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Въ большинстве -случаѳвъ, какъ это было укавамо 
выше, можно пренебрегать вліяніемъ продольной силы 
Jf на деформаціи бруса, тогда основныя уравнения 

примутъ видъ; 
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Если бы начало координат* | Ѳ | было бы взято со 
впадающим* с* точкой Л%% т.е. ^ и £f2 равнялись бы 
нулю, то, обозначая вообще приращеніе координат* точ
ки Л, через* ДУц , и , получим* 

Тольно что выведѳнныя формулы могут* быть полу -
чены еще и иным* путем*. Для всесторонняго изслѣдова-
нія, изучаемаго вопроса и во избѣшаніе ивлишнмх* пО-
втореній мы применим* этот* ^иной" путь к* выводу 
уравненій для деформаціи брусьев* значительной кри -
вивны. Здѣсь же заметим*, что интегралы в* выше при
веденных* уравненіях* должны быть взяты между преде
лами, соответственными ввятым* точнамъ оси бруса. 

Из* приведенных* основных* уравнѳній деформацій 
кривого бруса легко могут* быть вывидены добавочный 
уравненія упругости, которыя вместе с* основными 
уравнениями Статики, дадут* возможность разрешить це
лый цикл* вадач* как* на статически - неопределимый 
арочныя фермы, так* и вообшо ш\ статически - неолре-
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делимый, оплошныя арочныя и сводчатыя покрытія. дей
ствительно, приложив*, например*, выведенный основ
ный уравнения и* заделанным* концам* арки и, при -
няв* во внимание условія их* заделки, мы получим* сей 
чао* же добавочный уравненія, дающія возможность опре 
делить статически неопределимый опорный реакціи. Опре 
делив* же опорный рѳакціи, мы будем* иметь все необ
ходимый даняыя для того, чтобы, пользуясь основными 
уравнениями Статики, определить в* каждой точке оси 
арки усилія, действуют!я на нее, как* то: величину 
изгибашаго момента, величины продольной \ jf \ и по 

перь же перейдем* к* выводу уравнені# деформаціи для 
брусьев* значительной кривизны. 

141 БРУСЬЯ ЗНАЧИТЕЛЬНОЙ | БОЛЬШОЙ | КРИВИЗНЫ. Раз-

пряженіе в* каком* либо оѣченіи. В* предыдущих* вы -
водах* мы предполагали поперечные размеры брусьевъ 
малыми по сравненію с* радіусом* кривизны оси и до -

проявляются По поперечным* сечѳніям* также, как* и в* 
случае призматических* брусьев* т.е. по линейному за
кону. Для призматических* брусьев* такой вакон* рас

пускали, что нормальныя напряжѳнія при изгибе рас -
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прѳдѣленія нормальных* нагтряжѳній является слѣдстві-
ем'ь гипотезы пло -
ских» сѣченій, со -
гласно которой попе
речный сѣчѳнія приз-
матичѳснаго бруса 
при иэгибѣ остаются 
плоскими и нормаль
ными къ изогнутей 
оси бруса. Легко по
казать, что въ слу -
чаях» кривых» брусь
ев» гипотеза плоских» 
сѣченій приведет» 
нас» къ распрѳдѣлѳ -

нію нормальныхъ напряжений, отличных» от» линейна-
го. При малой кривизнѣ это отличіѳ не велико и мозсно 
считать, что линейный закон» распрѳдѣлѳнія напряже-
ніі совпадает» с», гипотезой плоских» сѣчѳній. 

При большой кривиэнѣ, когда поперечные размѣры 
бруса нельзя считать малыми по сраввенію съ радіусомъ 
кривизны, отклонѳнія отг линѳйнаго закона въ распре
делена напряжений, весьма значительно и приходится 
выбирать между гипотезой плоских» сѣчѳній и гипотѳ -
зой лннейнаго закона распрѳдѣлѳнія нормальных» напря
жений. Необходимо отмѣтить, что вообіцѳ вопрос» о рас-
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предѣлѳніи напряженій при і.згиаѣ кривого бруса не 
разработан* окончательно в* теорік упругости, рѣшена 
лишь задача, о плоской деформаціи бруса с* круговой 
осью. Это рѣшеніе показывает*, что в* случаѣ чиста -
го изгиба сѣчѳнія кругового бруса съ круговой ось» 
остаются плоскими » В* других* случаях* дѣйствія сил* 
сѣчѳнія искривляются, но все же получаемкя для напря~ 
женій величины ближе к* тѣм*, что дает* гипотеза пло
ских* сѣчѳній и поэтому мы будем* придерживаться этой 
гипотезы при изученіи изгиба кривых* брусьев*, попе -
речные раэмѣры которых* нельзя считать малыми по срав
нен ію с* радіусомъ кривизны. 

Пусть ѵ8< СЦ (Ъ% элемент* бруса |фиг.-24|, за
ключенный между двумя смежными сѣчѳніями Дл & ч и *Д г& 2 

разстояніѳ между которыми по оси бруса ОнОг— dfa 

Продольная сила J)T » приложенная в* центрѣ тяже
сти О, , производит* равномѣрноѳ нанряженіе -J-j во 
всѣх* точках* сѣчѳнія, вслѣдствіе котораго различный 
волокна ДлДг, ®і 0% и т.д. получают* приращѳнія,про
порциональная их* длинѣ. Отсюда слѣдуетъ, что точки 
плоскости послѣ дѳформаціи бруса будут* так 
же лежать въ нѣкоторой другой плоскости, проходящей 
через* тот* зге центр* кривизны $ . Таким* обраэомъ 
от* вліянія продольной силы кривизна элемента Ѳі öz 

не изменяется* а угол* получавтъ приращѳ-
ніе £ (PziS ô$ , которое по малости можно принять 
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равныMb: 

a' 

гдѣ через* ̂ JD - обозначен* радіусъ кривизны оси бру
са у разсме.триваемой точки Ѳн или . 

Опредѣлим* теперь вліяніе на элемент* @і (Pi 
иэгибающаго момента равнаго моменту -па-

Фиг. 25. 

|фиг. 25| (fa* z=.{ö{cL^ 

ры сил*, полученной 
от* переноса продоль
ной силы из* точ
ки ѳя приложѳнія |а| 
в* цѳнтрѣ тяжести се
чен! я > $r . Пусть эле
менту dA оси бруса до 
дѳформаціи его соотвѣт 
ствуѳт* радіус* кри -
визны^/^ и угол* смеж
ности (Лу , так* что 

послѣ же деформаціи 
Тогда относительное 



- 89 -

удлинѳніѳ Ьа элемента оси dé равно 

a послѣ дѳформаціи 

Поетому удлиненіе ^ волокна (лі. равно 

Для волокна , на раэстояніи % отъ оси 
бруса до дѳформаціи имѣѳмъ: 
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Для лучшаго прѳобраэованія формулы для L прибавим* 
и отнимѳмъ в* числителѣ величину ^ ,тогда 
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Напряжен!» элемента СІб^ , на единицу площади равно: 

Взяв* момент* всѣхг элементарных* сил* и приравняв* 
найдем* 

Но по свойству центра тяжести как* статиче

ский момент*, равен* нулю; обозначая поетому величину 
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получим*,что 

откуда 

и следовательно 

В* предыдущих* выводах* нѳ надо забывать, что 
раэстояяів Z отсчитывалось от* нейтральной оси. І * 

кривых* брусьях* нейтральная ось будет* проходить че
рез* центр* тяжести х&перѳчнаго сѣчѳнія. следовательно 
в* раэсматриваѳмом* случае, при иэгибѣ парой сил* или 
моментом* сМ^ , сумма всѣх* нормальных* усилій,дей
ствующих* на плоскость поперечнаго сѣчѳнія» должна 
равняться нулю, т.е^ 
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Таким* образом* моменту Щ/ соответствует* напряжение 
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Ири совмѣстном* дѣйствіи продольной оклы <JT и момен
та е/ѵ напряженіѳ выражается 

Углу ê/tij соотвѣтствуѳт* приращеніе от* вліянія про 
дольной силы |см. ур. а| 

а от* вліяяія момента 
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Прибавим* и вычтемъ для преобразования по вѳличинѣ 

но на основаніи равенства |д| - величина 

а по равенству |е , 

следовательно 
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Окончательно Apkf 4, отъ совмѣстнаго дѣйствія продоль 
ной силы и момента будет* равно суммѣ их* дѣй 
отвій т.е. 

Следовательно измененie Ltj> в* прѳдѣлах* от* 0 до (j> 
будет* равно |см. фиг. 24 или 25| 

Оп^едѣлимь теперь приращѳнія координат* и Aj£ . 
Для овначенной цели мы могли бы пользоваться уже из « 
ложѳнным* в* пунктѣ 13 пріемом*, но, как* было сказа
но вчшѳ, мы эдѣеь примем* иной пріан* цгя получеиія 



«Г 97 m 

приращеній координат* и « Пусть, согласно 
фиг. 24, кривой брус* отнесен* к* координатный* осям* 

О ^ и раасмотрим* січеніѳ, соотвѣтствѳнное ка
кой нибудь точки (Й» оси бруса, с* координатами X и 
^ и углом* <jp, составляемым* касательной с* осью 9С^ Ь 

или, что то же, сѣчѳніем* с* осью \ j _PJ»V 
Смежному влемѳнту (D^—dû будут* соотвѣтствовать про* 
енціи. 

которыя могут* быть определены, как* дѳфферѳнціалы, соч 

Статика сосруженій. Проф. П.И. Дмитріеві, 

получат* весьма малыя приращенія 

и угол* смежности (М^ . Послѣ дѣйствія внешних* сил* 
на брус* всѣ перечисленный величины 
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отвѣтствующів иэнѣнѳнію величины внѣшних* сил* or* ну
ля до данных* вначеній. При этом* уравнѳнія 

Иснозшя приращенія будутъ равны 

Откуда, вычитая прѳдндующія уравнѳнія и прйнебрегая 
произведением* находим* 

обратятся в* 
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Но относительное иэмѣненіе длины элемента 
как* было уже выяснено, будет* равно суммѣ относитель
ных* иэмѣненійг ors продольной силы Jf » равное -Д— 

G-Си 
и от* момента 
Слѣдоватѳльно 

, равное по ур | £ \ " і ~ *^ _ 

- |п| 

а потому уравненія | ті | и | С? | примут* вид* 

- l e ! 

Сводя вое в* одну систему, получим* окончательно сле
дующая три уравнѳнія для опредѣленія деформацій при -
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вого бруса, значительной кривизны. 

Что же касается аначѳнія кинтѳграда |сн. равенство 2 

то оно монет* быть точно найдено только для простей
ших* сѣченій * пряыоугольнаго и.трапецомдальнаро • В* 
большинстве хе случаев* вначѳніѳ 3 вычисляют* интѳ -
грированіѳм* членов* ряда, получаѳыаго раэложеніѳм* 
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под*интагральной фракціи 

который для сѣчѳній, симметрических* относительно глав
ных* осей инерціи, эамѣняѳтся рядом* 

В* случаях!, сложных* сѣченій величину çj предпоч
тительно определять непосредственно, разбивая сѣченіѳ 
на элементарный полоски СІ^Д]? и вычисляя с у м -

му 

.графическими способами, предложенными для моментов* 



- 102 

ннэрцін. 
ПРЯМОУГОЛЬНОЕ СЪЧЕНІЕ. Обозначим* через* fb - вы* 

Mr. 26. соту, а чѳрвЕ* Os - основа -
ніе прямоугольнаго сѣчѳнія 
|фиг. 26I и кромѣ того при
ровняем* отношеніе % к* pa-
діусу кривизны J® значѳнію 

i l . Тогда имѣѳмъ: 

умножим* и раздѣлик* числителя под*интѳгряльноя дроби 
•or да на fd t Т( 
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Предѣлы интегрирования для % будут» 

следовательно 
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Если радіус* у> кривизны велик* сравнительно с* А-^то 

= —L моменту инѳрцін 3 

При jO к IL Ь4ѵ 

Отыщем* теперь максимум* и минимум* напряженій для 
прямоугольнаго сѣчѳнія т.е. при ? •= :£ —^~ 
Обовначая эксцентриситет* продольной силы че
рев* £ Iсм. фиг. 24), мы знаем*, что ~ jC(t 
Тогда согласно уравн. | » | получим* 
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Непосредственным* дѣленіем* числителя на знаменателя 
находим*.что 
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ТРАПЕЦОЖДАЛЪНОЕ СМЕН IB іфиг. 27| Разсыотримъ 
р&внобокуто трапецію с* 
высотой Id И основания -
ни - меньшим* Ct и боль
ший* СЦ , при чем* для 
кратности обозначим* 

Тогда длина полоски 

Подставляя в* формулу для CL/ значен!ѳ для и про
изведя интегрирован!в в* предѣлах* 
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различных* преобразована 

ЭЛЛИПТИЧЕСКОЕ И КРУГЛОЕ СЪЧЕНІЕ |фиг. 28 J Для 
фиг. 28. зллептичѳскаго сѣ* 

ченія шириной 2<L и 
высотой 2(Ь можно 
вмѣсто уравнѳція 

написать 
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Откуда 

Подставляя означенныя эначенія ъ% формулу УІІІ по* 
лучимъ 

,1 

откуда послѣ преобразований и интегрирования нкѣежъ 

ДЛЯ круглаго сѣчѳнія СЬ—{>-=.%. , поэтому 



1 5 I Полученкыя в* пункте Ï 4 выводы могут* быть 
упрощены, если пренебречь вліяніѳм* продольной силы 

Jf на двформацін кривого бруса, а именно: пусть 
|на фиг. 291 Я^&ъ &ч " элемент* фивого бру-

фиг» 29 са» внрѣв&нннй с е 
чен іями d^js. 

J)H &,л . При из
гибе о т * действ!я 
пары сил*, с* мо
ментом* vit^-J/fc., 

сечен і я Л*£ и 
J\i поворади -
ваются одно отно
сительно друго * 
го. Пусть J{% 

положеяіе сѣче -
Н І Я Jl^û/j) послѣ 
деформаціи- и 6 2 föj 
волокно лежащее 

н а нейтральном* слое. Длина (ht этого волокна при из
гибе не мѣняется. Обозначим* через* Je) радіус* кривиз
ны этого волокна д о деформаціи, а чѳреэ* лГ соотвѣт -
ствующій центр* кривизны. 

После изгиба выдѣленнаго элемента пусть центр* 
S переместится в* /§* , первоначальный угол*, смежно
сти получит* приращѳніе Л (Л/(^ — сИ/І^1

 —• cL<^ 
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Какое либо волокно, отстоящее в* раэстояніи 5? от* нѳат 
ральнаго слоя удлинится на величину £ Л oUj? . Так* 
кавъ первоначальная длина этого волокна была tf£??ff?4F,2^ , то следовательно относительное удлине
ние его будет* 

и соответствующее капрязкѳніѳ определится по форнулѣ 
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Выраженів для можно было бы получить ив* равенства 
ü> |пун. 141 положив* іо~0 ибо при допущеніи, что 

длина средняго волокна не изменяется, 

Если вернуться к* формулѣ |с| и положить, что Z 
по сравнению с* J2 мало, то им* в* энаменателѣ можно 
пренебречь и мы получим* линейный закон* распредѣленія 
напряжений. В* противном* случаѣ закон* распредѣленія 
будет* гиперболический. Если напряжѳнія fU, откла -
дывать нормально к* сѣченію, то получим* отрѣэок* " t l ^ 

фиг. 30. 
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гиперболы tTcj, |Э , имѣющей своей ессимптотой прямую 
Л15, проходящую через* центр* крививны и параллель
ную касательной К^Іфиг. 301. Раэстоянія Z в* прѳ -
дыдущих* выводах* мк отсчитывали отъ нейтральной ли -
нін. Въ случаѣ кривого бруса нейтральная ось будет* 
проходить через* центр* тякести поперѳчнаго сѣченія 
к для его опредѣленія нужно воспользоваться тѣм* об
стоятельством*, что при изгибѣ парой сил* в* раэсмат-
риваемом* случаѣ сумма всѣх* нормальных* усилій, дѣй-
ствующих* по плоскости попѳрѳчнаго сѣченія, должна 
равняться нулю, слѣдовательно 

У 

фигГ 31. Из* уравненіяіуі 
для каждаго част-
наго случая может* 
быть найдено CQOT-
вѣтствующеѳ зна -
ченіе j0 и тѣм* 
опредѣлено поло -
женіе нбйтр"альна-
го слоя. Возьменъ 
для примѣра, слу-
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чай прямоугольнаго поперѳчнаго сѣченія с* высотой |в| 
и основанием* |а| |фиг. 311. Для нахожденія (д имѣемъ 
условіе 

Для удобства вычисленія будем* отсчитывать раэстояніяне 
от* нейтральной линіи, а от* оси , проходящей че
рез* центр* кривизны. Положим* £-+-2=11 и предѣльныя 
эначенія |И| назовем* через* \ Hi | и | Ъі^ |. 

Тогда условіе |ф| перепишется в* таком* видѣ 

При заданных* зяаченіяхѵі^иIt, легко найдти J) , а 
слѣдовательно опредѣлить положеніе нейтральной оси. 
Подобным* же способом* можно опредѣлить положеніе нейт-

Статика сооружений. Проф. П.И. Дмитріев*. 
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ральной оси при трапецеидальном*, эллиптическом* и 
круглом* сѣчѳніях*. Для нахождения величины напряжений, 
воспользуемся условіем*, что момент* внутренних* сил* 
упругости по величинѣ=изгибающему моменту М- . 
Слѣдовательно 

или, принимая во вниманіе равенство |р| 

Обозначая как* и ранѣѳ 

получим*, что 
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Следовательно напряасеніе , на основании равенств* 
|с н т| будет* равно 

Формулы ХУІІІ могли быть получены непосредственно из*, 
уравненія |д| |пунк. І4| полагая в* нем* С0 =- О 

Далѣе, так* как* 
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16! ПРИМВНШЕ ОСНОВНКГЬ ФОРМУЛЪ ДЕФОРМАЦІК КРИ
ВОГО БРУСА МАЛОЙ КРИВИЗНЫ КЪ' РЫЯЕНІЮ ПРИМЪРОВГЬ. П р и 
м е р * Ï» Металлический кронштейн* ß |фиГо 32!,со-

Фиг.. 32 стоящій из* металли
ческой балки прл-
моугольнаго сѣченін^с* 
моментом* инѳрціи qJ И 

из* кривого бруса, ко-
робчатаго сѣченія с* 
моментом* инѳрціи « 
В* точкѣ / 3 шарнирное 
соединѳнгѳ; в* 
абсолютное эакрѣплѳніе-
Определить наиболыЕІи 

изг соашій момент* для балки и кривого бруса при дей
ствии равномѣрнаго распрѳдѣленік нагрузки „Коаффи-
ціѳнт* упругости & . 

Фиг » 33, Обозначим* через* 
горизонталь -

ную и вертикальную со
ставляющая от* усилій, 
передаваемаго балкой 
кривому брусу в* точкѣ 
fi . Тогда пожучим* схе 
му действія уоилія в* 
точке / 3 , изображен -
вой на |фиГо 33I, 
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При дальнейших* разсчетах* пренебрежем* дѣйстві* 
ем* продольной силы на балку и кривой брус*. 

Ва исходный уравненія примем* формулы Va. . 
Перемещение конца ß кривого бруса от* дѣйствія 

силы У будут* 

Если внять произвольную точку Л \у>3 Ц I на бру
се, то і Д = ̂ ѵл. — V-ß-Cboy?; — _ 

Тогда 
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Перѳиѣщенія конца ß кривого бруса от* силы Х_ -

если обозначить их* через* и и принять во 
ввиманіе, что 
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Для составлен!я двух* уравнѳній, необходимых* для 
опрѳдѣленія , слѣдуѳт* принять во вниманіе об
стоятельство заданія.а именно в* точкѣ fâ прямоуголь -
нал балка и брус* нѳиэмѣнно связаны, слѣдоватѳльно уд
линена балки равно приращенію Д X — - + - Д Ж 

кривого бруса. Но так* как* мы условились пренебрегать 
дѣйствіем* продольной силы на балку, a удлинѳніѳ балки 
и может* быть вызвано только продольной силой, то ясно, 
что Д X = 0 или 

а*} ч - Д х " = 0 . . .|а| 

Для составлѳнія И уравнѳнія нужно принять во вни-
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маніѳ, что в* точке fb балка ж кривой брус* имѣют* ой» 

щій прогиб*, следовательно: 

Следовательно второе уравнѳніѳ напишется 

Подставляя в* уравненія. а и б найденння значенія 
для А Х и Д м получим*: 

Прогиб* балки , закрепленной кокцдо* 2 ) и 
загруженной равномерной нагрузкой и вертикальной 
силой ^ , приложенной в* точкѣ /3 и действующей вверх* 
опредѣлится легко, на основаніи формул* Сопротивлѳнія 
матеріалов*, а именно: 
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Принимая 'TT— 3 из* пѳрваго уравненія получим* « ^ У ^ Л 
Подставляя эначѳніе 'У во второе уравненіе, получим*» 
послъ всѣх* преобразований 

Зная величины X и ̂  легко найдти момент* около 
любой точки S\ кривого бруса a эатѣме, по обшим* прі -
емам*, найдти и максимум* момента. 

П р и м ѣ р * 2, РАЗСЧЕТЪ КОЛЬЦА Ш Ш ТРУБЫ НА 
СЖАТІВ Ш Ш РАСТЯЖЕНІЕ ВЪ ДІАМЕТРАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ. На 
|фи.г. 341 представлено кольцеобразное тѣло, сжимаемое 
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Фиг» 34.0 ъъ направлении 
вертикальнаго діа 

"~ метра силою 
Такого роде, на -
пряжѳнія могутъ 
возникнуть в* ка 
нализаціонной 
трубѣ отъ сосре
доточенна™ гру -
за 9 , приложен
ная вверху тру
бы и если осно -
ваніе, на кото -
ромъ лежитъ тру
ба, принять не -
сжимав мымъ„ Вме
сто сжатія мо -
жетъ имѣть мѣсто 

и растяженіѳ |напр« в* эвенѣ растягиваемой цѣпи. Дѣло 
отъ этого не измѣнится. Всѣ деформаціи и напряженая 
будутъ совершенно тѣже. что и въ случаѣ сжатія0 лишь 
направленіе ихъ будетъ противоположное Поэтомзг мы и 
равбиремъ случай снатія. 

Совершенно достаточно разсмотрѣть дѳформаціи од-
Тагс 

кого только квадранта, хотя бы_|_ ибо остальные три 
находятся въ безусловно одинаковом* положѳніи по эако-
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ву симнетріи. 
т aft 

Раэсмотрим» поэтому j_ квадрант», расположив» 
его въ отношѳніи координаты осей Х О У |фиг. 341 и 
приняв» сѣченіе | надѣланным*. К» сѣчѳнію | S I 
необходимо приложить силы, эамѣняющія дѣйствіе нижней 
части кольца на верхнюю- На» условій симмѳтріи ваклю -
чимъ, что дѣйствіе нижней части кольца на верхнюю по 
сѣчѳнію I C^è j можно привести къ силѣ % и к» момен -
ту, кѳизвѣстяой пока величины и наиввѣстнаго налравлѳ -
вія, М0 . Величину М0 найдем» ив» условій дѳформаціи 
ввятаго нами квадранта кольца. Условіѳ, которому под -
чйняетоя деформація нашего кольца, состоит» въ томъ что 
бы оба сѣчѳнія квадранта должны оставаться перпендику
лярными друг» къ другу т.е. необходимо, чтобы Af= О 
Согласно первому равенству системы уравненія ІУ 
имѣем» поэтому. 

Вовьмѳмъ произвольное сѣченіе въ точкѣ (X, с» коор -
динатами Х и ^ ѵ наклоненное под» L\û , тогда нетрудно 
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f 

вндѣть, что 

Подставляя зіачвнія J$- к j / n уравнені e |A| и прини
мая во ввиманів, что иытвгрнрованів должно вить рас
пространено по асеыу квадранту, получит '•• 
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Слѣдоватѳльно 

Обозначая SL = % | плечо или радіусъ инѳрціи|, по-
лучимъ, что 

Если возможно пренебречь вліяніемт» продольной силы 

то 
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Ткин* обраэойъ кокцѣ горизонтальнаго діаметра 
мы получимъ момент* сЛ£о по :ін?іку отрицательном*. тие„ 
момент* J^Q вывивает* еше большую кривизну.Этого ыоз*-
но было ожидать наперед*- уже на основаніи предвари -
тельнаго разсжотрѣнія ЙЙЛЙНІЯ* Указанное на |фиг, 34І 
направлѳніе момента 4L должно быть исправлено ьъ про
тивоположную сторону. 

Чща ж© кас»этся момента tM^ - действующаго ьъ кл»чѣ, 
то он* конечно должен* быть положительным*, так* как* 
уменьшает* кривизну кольца Действительно„ дла опредѣ» 
ленія необходимо в* уравненіе ДЛИ момента подста -
вить найденную величину &4£о и положить =• т.& 

C T ^ T V I H F с о о р у ж е н і й П р о ф . lï.Jf.. Д м к т р і е і ^ 
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Если возможно пренебречь вліяніем» продольной силы àf 
т о . 

. . . . . |2(р| 

Из* сопоставлѳнія полученных* формул* видим*,что 
благодаря вліянію продольной силы величина изгиба -
ющаго момента возрастает*, но возрастаніѳ ОТО срав -
нительно невелико, пока поперечные раэмѣрк кольца ма -
лы по сравнен!» с* радіусом* его J0 

Если для примѣра, взять отноиеніе толшины коль
ца (h к* радіусу 0 -равным* 5, то f 1 
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вліяніѳ продольной^силы на наибольшей иэгибающій мо -
мент* составляет* /3 % и им* можно пренебречь. 

Величины наибольших* напряженій от* изгиба в* 
случаѣ кольца прямоугольнаго попѳречнаго сѣченія, вы 
сотой dr и шириной ê> , будут* равны. ^ 

Î J для сѣченія — при у — ~lf 
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Для определения дефоріі&цій горкэонтальн&гз н вер' 
тикадьнаго діаиатрез* кольца воспользуемся остальными 
двумя уравненіями ! V | < причем* так* как* квадрант* 
I I , ,ро симкѳтрік, даетъ гѣже нзмѣненія, что и квад а 

рант* J , wo в* примѣненін формул* У к* ва&драмту 
1 0 ЫУ . надо будет* реяудьт&ты удвоить. Итак.*, увѳ в 

личеніе длины горивонтальнаго діамвтра. wj*.w прирапеніе 
будет* равно: 
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Подставляя значеяія интегралов* s* уравнен le для 
поду1KM* 

Укороченное всруикалънлгс діанатра определится из* 
£аі*екот5а 
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о 



I9Ö 

Подставив*, эначенія найденных* интегралов* получим* 
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FjCßh пренебречь ллілкаѳдо продольное силы то <£>ориулы 
}23| и |24| при.*ут=> еидъ при 



Ёсл« в* формула 24» при 

сохранить член* укаэывающій вліяніе нормальной силы, 
то формула |24| примѳтъ вид* 

Означенную формулу и дает* З.Т^&Ь&Л^ в * своем* томѣ 
о мѳт&лличаских* конструнціях* для равсчѳта кругового 
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кольца, подверженнаго дѣйствію двух* равных» и проти
воположных» сил» в» направлѳніи діамѳтра . 

^Л^Л^ОІ^^ІЛУ ââA ^АхліЛ СЛААМ^ШЙМJ дал» болѣѳ под 
робную формулу, которая по исправлѳніи одной второсте
пенной ошибки, имѣетъ вид» 

гдъ - постоянная Пуассона, 
Послѣдній - трѳтій член* изображает* собой влія -

ніѳ сдвигающих* или перѳрѣзывающих* усилій на деформа
цию вѳртинальнаго діаметра кольца. 

^\ишМІл4у въ своей эамѣткѣ о приближенности формул* 
ивгиба арок* [J*h: d llwti et СЬні^еяб X903 г. 
Ï ̂ алІХл . р- 164 - 2021 дает* болѣѳ общую формулу 
для дѳформаціи вертикальнаго діамѳтра бандажнаго коль
ца, а именно: если обозначить через* и QJ^ - глав -
ныв моменты инѳрціи площади сѣчѳнія бандажа, а через*оС 

X Мы измѣнили только обозначения Я С * 

цѣлью согласования иж* с* данными, полученными выше» 
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угол* наклона главных* осей к* осям* % и ôt> \фиг.35j 

то формула примет* вид* 

В* случаѣ нашем*, кргда Lot = v Q 
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т,э, получили формулу 
Ii р и ^ î р » 3 . Опрвдѣлить напряжені« ж дефор

мации пъ йрутѵюм* кольце постояпнаго оѣченія при дей
ств іи ІѴ р&выыг* л симметрично расположенных* сжима -

ющих* снл^ !фиг. 36|. 
Пользуясь рѣтекіем% 

ярккзра № 2 для кольцеj 
сжятаго даумя равными и 
дркмопротивояолазнкми CA 

л&шг: можно 3 5 лобом* ей-
Чвнін найдтѵг. напряженія 
сгъ каждой п-апы [SJv. ] 
взаимно противоположных* 
сил*. Для падучбнія рв -
эультата дѣй$?вія всѣх* 

/V сял*&, придется аооподьеоваться принципом» слоав-
H 1 Ä дѣйствія сндъ".. 

Если -теперь имеется нольцо, подвергающееся дѣй -
стеіе любой системы сил*, находящихся в* равновісіи 
[фиг-. 3 7 1 . то для опредѣленія напряженій кояыдѣ pas-
?ѣхаеи* его сѣчензеіа и дѣйствіе одной части ва 
другую в* самом* общей* случаѣ может* быть приведено 
к* продольной Й поперечной силами и к* изги
бающему моменту ІМ0 „ Для опредѣленія »* данном* сжу
ча* 3 лишних* нвивз*стннх* проще всего госпольэозать» 
ся принципом* производной работы дефсрздцДи.-, 
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Фиг. 37. Для этого 
придется вы -
брать выраже
ние для потен
циальной энер
гии иэогнутаго 
стержня,I смот
ри формулы 14, 
15, 16 пун. 8| 
и представить 
въ функці.и лиш
них* кеиэвѣст -
иых* j f , Gl s-

Jf0 . Затѣмъ 
производныя от* 

потенциальной енерпія по втямъ неиэаѣстяымъ приравнять 
нулю. 

TT р и м * р ъ 4 Опредѣлѳніе напряжений, в* цилкн 
дричѳской чугунной круглой трубѣ, подверженной сплющи 
ванію и находящейся подъ д&влѳніемъ равномѣрно-распре» 
дѣлвнвой нагрузки по горизонтальной лроѳкціи ѳя іфи-
38 ju Чугунный трубк могутъ быть уложены., въ вависи -
мости от* условіи, или вделанными до половины Btf-
соты въ казенную Кладку Іподъ желѣэно - доротгны -
ми насыпммиі или же непосредственна на грунтѣ_ 
Въ отнощеніи нъ вертикальному давлекіп, трубы пер" 



142 -

Фиг. 38. 

вой категории будут* находиться в* условіях* полуцир
кульной арки с* задѣланными пятами т.е. труба может* 
сплющиваться при сохранѳніи как* первоначальной длины 
горивонтальнаго діаметра, так* и первоначальнаго зна -
чвнія т&ягеяса угла наклояенія кривой в* іівтовнх* сѣ-
ченіях*; в* трубах* второй натегоріы произойдет* сплю-
щиваніе с* удливеніем* горизонтальная© діаметра. 
Раэсмотрим* предварительно первый случай. Понѣстим* на
чало координат* Iо І в* вершикѣ арии, принимая оси, на
правленный вправо и вниз*9положительными. Вслѣдствіе 

G\i ов* 
еимметріи относительно вертикальной оси о каждая 
иэ* половин* арки должна находиться в* равновѣсіи и 
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нромѣ того равнодѣйствующая всѣх* внутренних» усилій 
I W, I в* верхнем* сѣченіи арки |ея распоръ| должна 
быть горизонтальна. Точка ея приложенія |а| въ сѣченіи 
вершины арки неизвѣстна. Мы можем* всегда перенести 
f t из* точки ея приложенія |а| в* центр* Тяжести |о| 
сѣчѳнія и получить f t . , приложенным* в* этой точкѣ* 
и добавочный от* переноса момент* | J^t, | паря сил*, 
равный ; гдѣ С вертикальное разстояніе 
точки |а| от* центра тяжести сѣчѳнія |о|. Выдѣлим* тѳ^ 
перь мысленно отрѣзок* арки ОІ и предположим*, что 
в* сѣченіях* О и & приложены искомыя усилія. Уси -
лія вти, будучи по существу своему внутренними, могут* 
быть разсматриваемы как* внѣшнія силы по отношенію 
отрѣэка Öі о Для вершины арки оэначѳнныя усилія как* 
только что было указано, сведутся к* горизонтальной ск-
лѣ,или распору арки^ и моменту ji^ . Для сѣчѳнія 
'\ % ! вти усилія сведутся к*: 

J)fyj - нормальной силѣ, приложенной в* цѳнтрѣ тяже
сти сѣченія или, что тоже» к* касательной 
к* осевой линіи арки силѣ, проходящей через* 
ту же точку, 
поперечной или пѳрѳрѣэывающей силѣ, лежащей 
в* плоскости сѣчѳнія и совпадающей с* одной 
из* главных* осей инерціи плошади сѣченія. 

ji/^ - изгибающему моментуf равному моменту всѣх* 
внѣшних* сил* дѣйствующих* на отрѣзок* ар-
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ки включая сюда fi и Л0 нлиі что то 
же,моменту, равному от* переноса равнодей
ствующей ^ » кэъ силь л из* ие-
иэвѣотной пока точки ея приложенія въ сѣче-
ніи ів| - въ цѳнтръ тяжести сѣченіяѵ|е |, 

ДЛЯ условій равноБѣсія сил*, дѣйствуюпшхъ на пло
скости и приложенных» к* свободному твердому тѣлу, илѣ* 
втся три основных» уравненія статики. Для составления 
означенных* уравненій возьмем* суммы проѳкціи всѣхт-
сил* на касательную и нормальную к* осевой линіи в* 
сѣчѳніи j a j , в* центрѣ его тяжести |координаты X и ^ J 
к ноэьмем* сумму МОНѲНТОБЬ всѣхъ сил* относительно 
оси, перпендикулярной кг плоскости дѣйствія сил* и 
проходящей через* центр* тяжести сѣчѳнія 
Получимъ систему трех* уравненій-

J при проектировании знаки отнесены лъ косинусам* и си
нусом* угловъі 
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Причем*; 

Неизвестных* в* данном* случае пять, а именно: 
Н'э з 1 и « уравнѳніи асе три, следова
тельно задача статически неопределима. Для разскрытія 
статической неопределимости воспользуемся уравнениями 
тѳоріи изгиба кривых* брусьев*» 

Сначала пренебрежем* вліяніем* нормальной силой, 
и допустим*, что кривизна арки или трубы незначи

тельна, тогда, согласно выводам* п. 13, имеем* еще си
стему трех* уравнений V . 

Если взять теперь первое из* системы | У J урав
нена, характеризующее величину приращѳкія | ІУГ " 
ла смежности и принять во вниманіѳ условія заданія„что 

TT 

при ^ ~ • в* пятовом* сечѳніи, сеченіе арки 
не перемещается или„ что то же, Ал|? — О » то полу -
чим* 

Статика сооружній. Проф, Пой. Дмитріев* 
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Подставляя в* уравнѳніѳ ß , значѳніѳ Jilj, из* уравнѳ -
нія |А | И dS:-« Z (ty имѣвм* 



- 147 

Второе уравненіѳ системы V • характеризующее прира -
щеніе координаты $, , дает*, согласно условію заданія, 

Так» как» начало оси арки совпадает» с» началом» ноор' 
динат», то -=• Ö и следовательно 
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Подставляя значѳніе Jjfi^ и (Âfi въ уравненіе |Д|, по-, 
дучимъ 
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Рѣшая совмѣстныя уравненія 
I 7 І иІЕ,| получим* 

Подставляя найденное эначѳніѳ для f(, въ уравкеніе Е 
получим* 
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Зная лѵ и Ma легко найдти при помощи уравнѳній |А | 
эначѳнія Jf^ , Jl/ljL и ""Ĵ  для любого сѣчѳнія арки. Такъ 
для сѣчѳнія вгь вѳршинѣ арки, гдѣ Z.y= 0 получимъ слѣ-
дуюшія уравнѳнія: 

IT 

Для пятового сѣчѳнія - при у = 
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Вторая производная при 

будет* больше нуля; но так* как* *)Q в* пределах* от* 
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откуда 
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P it 
Нетрудно убѣдиться, что при Ф = ~—т 

Момѳнтг обращается в% нуль при Z. <^ , определенном* 
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изъ уравненія 

Танимъ обраэомъ видимъ, что Moueнтъ t/rCjL при 
^-0 величина отрицательная, равная - Q^oAs'J^l'*' 
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С* увеличением* - сМд уменьшается и при Z%°4-<) » 

величина положительная, достигая наибольшаго вначѳнія 
d І +~0, О 5Ч> 3 Ср.*' I при <jf * ^°4-o' Наконецъ между 

-scys^o' и ^ — 9 О * " величина снова отрица -
тельная, изменяя свои эначѳнія от* 0 до l - Q ^ O t f j ^ . ^ | 

Что же касается , то въ пределах* отъ у = О 

до j^== у величина отрицательная, увеличиваясь 
от* Л ^ - О . У б ^ г до Л£ *--і , о Х 9 упри с ^ ? 3 0 4 - ^ и 
снова уменьшаясь до ^-^О^г^при у ? = - 9 0 ° # 

Если теперь J|£ величина отрицательная въ прѳдѣ -
лахъ отъ y-.'Ö до if Ъ 9о°ъ то следовательно ilfiCûbif и 
Л^*4£#*.у - также отрицатѳльныя величины, .а потому, 
согласно условному обозначению, составляющая этого уси
лия направлены снизу - вверх* и справо налѣво, т.е.по 
отношенію отрѣзка 0$> |фиг. 381, jf^ въ сѣчѳніи (jC-^ ] j 
всегда продольное сжимающее усияіе. Положительными мо -
ментами мы обозначали тѣ, момѳнтъ вращѳнія которых* 

Фиг. 39. соответствует* направленію 
движенія часовой стрелки. Если 
оМІ^ момент* внутренних* уси 
лій въ.сечѳніи I Jpjf I -ве
личина положительная [фи- 39|, 
то это значит*, что Jf^ - при 
ложѳна ниже осевой линіи т.е. 
фибры верхней половины сѣчѳ -
нія подвергаются вытягииаюше-
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му напряженію, а фибры нижней половины сжимающему на -
пряженіго- Если сМ>&" величина отрицательная, тогда имѣ 
ет* мѣсто обратное явлѳніе. 

Сдѣдоветѳльно в* аркѣ с* задѣланными пятами фиб -
ры верхней половины сѣчѳкія будутъ подвержены ежи <• 
мающему напряженію, а нижней половины - вытягивающему 
в* прѳдѣлах* О Т * ^ — О ДО ifrs28 A-Q' и от* 
<р.= ̂ S°4-0X до <j> -=3'0° • В ъ сѣчѳніях* арки от* 
\f = £S°4p' до =• fS%-d m вѳрхнія фибры вытянуты,, 

a нижніѳ сжаты. Въ этом* случаѣ арка приметъ вид*,.иэо-
браженный на |фиг. 40| 

Прилагая указатели: ß 3 <L и d к* сѣчѳніям* в* вѳр-
шннѣ арки, въ пятѣ, въ сѣченіи съ наибольший* положи
тельным* моментом* и наибольшим* сжимающим* усиліем*, 
имѣѳк* JT^-— 0aS65\ d f c ~-о,б457сг^ с^- Q 

Для иэмѣненія ординаты т.е. для опрѳдѣленія прира
щения ù^r воспользуемся третьим* из* систем* урав
нений I V I, а именно 
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Фиг. 40. 

Согласно условіямъ заданія и принятой системе коорди -
натныхъ осей |фиг. 38 |, ииѣѳнъ, что при j ^ = o - = О » 

и при - Ç - ^ ^ ^ - û , следовательно последнее урав 
неніе для разсматриваѳмаго случая приметъ видъ 

Подставляя значе н і е aify £. изъ равенства ѵ4 , п олучимъ 
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Тан* как* положительно, то, согласно приня
тому положѳнію координатных* осей, Дь^ будет* выра -
жать собой величину понижения вершины арки. 

Если бы теперь захотѣли бы выяснить вліяніе нор -
ыальной силы оѴ*на точность полученных» результатов» и 
разсматривали бы трубу, как* арку большой кривизны,то 
пришлось бы пользоваться уже системой уравнѳній УІ пун. 
14. 

В» этом* направлении эта задача подробно разобра
на профессором* Л. Николаи в» его трудѣ ^Объ опрѳдѣлѳ-
нім напряжений в* цилиндрической круглой трубѣ, под -
вѳрженной сплющивакію" {Сборн. Инст. Инж. Пут. Сообщ. 
выпуск* у - 1886 г.|, Результаты, полученные им*, ни -
жеслѣдующіѳ: рѣшѳніѳ первых* двух* уравнѳній системы 
УІ дает* 

Если пренебречь B Ï окончательной!, выводѣ, какъ 
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Таким* образом* вліяніе совместно с* вліяні-
ем* кривизны, главным* образом* отражается на величинѣ 
дѳформацій I I и имѣет* ничтожное вліяніѳ на вели
чины самой нормальной силы и ивгибаюшаго момента. 

Перейдем* теперь ко второму случаю, предполагая, 
что труба может* сплющиваться с* удлинекіѳм* ѳя гори -
зонтальнаго діамѳтра. 

В* втомъ случаѣ распор* ft- 0 в* виду того, что 

горизонтальный діамѳтр* трубы, вместѣ с* увѳличеніѳм* 
нагрузки, может* постоянно удлиняться, причем* однако, 
касательная к* аркѣ в* пятовом* сѣченіи всегда остает
ся вертикальной. К* тому же выводу можно придти и дру
гим* путем*, пользуясь общими выражениями, вывѳдѳнны-
ми выше для. A t ^ и AJC- , применяя их* к* кольцевому сѣ-
ченію, раэрѣванному вертикальной плоскостью на двѣ сим
метричный части. В* этом* случаѣ может* изменяться 
от* J ^ = " û до у -IT , причем* при указанных* прѳдѣлах* 

3 
это и делает* Л. Николаи, величиной ~^fcJ Ѣ Ъ с Р а в н ѳ " 
ніи с* I , то мы получим* систему, ранѣѳ уже выведен -
кых* нами, уравнѳній. 
Для Д£ получим* 
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какъ , такъ и порознь равны нулю. 
Общее выраженіѳ для Лс^ , полученное ранѣѳ, ииѣѳт.ъ 
видъ. 

Подставляя прѳдѣлы ѵ̂? = о и Lp— TT, получимъ 

Подставляя предѣлы у=0 и *f получим* 

Статика сооруженій Проф. П. Я. Дмитріевъ. 

Общее выраженіѳ для имѣѳтъ видъ 
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Рѣшая получѳнныя два уравнѳнія, получим* что 
Слѣдовательно 

33 

Польвуяоь уравнвніями |А| для даннаго случая, полу» 
чинъ 

IM 

йзслѣдуя ихъе мы моашмъ написать аналогично съ первым» 
случаем»: 

Слѣдоватѳльно с* иэмѣнѳніем* от* С? до ежи -
мающее усиліѳ постоянно увеличивается от* jQ •= 0 до 



- 163 -

j£ =̂ — gçl. Момвнтъ при <£ — О - отрицательная вѳличи -
на'при переходе отъ «£=^0 до ^=г4-5° численная вели-
чина момента убывает* с* — 09%5cÇi д о нуля, затемъ 
делается положительной величиной, достигая при (£ = 90 

того же числѳннаго эначѳнія, какъ и при у? = О 
только противоположнаго знака 

но 

Величина удлинѳнія горизонтальна™ діаметра опре
делится иэъ выражения для /л X . полагая 
tf=0 и f = f 
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или 

Величина понижѳнія вершины арки найдется изъ 
трѳтьяго.изъ системы уравнѳнія у , при найденных* 
значеніяхъ для 
Выше было найдено, что 

Подставляя эначѳнія Jr[0 и ГЬ имѣѳмъ 

При учитываніи вліянія нормальной силы и- кривизны тру
бы: 
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Перерѣэывающѳе усиліѳ 

17I ПРИМЪНЕНІЕ ОСНОВНЫХЪ ФОРМУЛЪ ДЕФОРМАЦІИ КРИ
ВОГО БРУСА БОЛЬШОЙ КРИВИЗНЫ КЪ РШЕНІЮ ПРИМЬРОВЪ. 
П р и м ѣ р » I . Определить напряжения в» полом» кру
говом» цилиндрѣ, подверженном» внутреннему равномѣр -
ному давлѳнію р , нормальному к» его поверхности. 

Обозначим» радіусы внутренней и Наружной цилиндри
ческой поверхности через» t. и , a радіус» оси ци
линдра через» /О т.е. 

Выдѣлимъ для раэсчѳта, двумя параллельными и нормаль -
ными къ продольной оси цилиндра плоскостями - цилиндръ, 
длиной, равной единицѣ |фиг. 4Іа| и раздѣлимъ послѣд-
ній произвольно проведенной мѳридіанальной плоскостью 
на двѣ равный части. Напряженія въ мѣстахъ разрѣэовъ 
Iфиг. 411, выражающія дѣйствіѳ одной Половины на дру -
гую, эамѣнимъ соответственными силами: нормальной си
лой Jf и парой силъ, съ момѳнтомъ J\%, ; поперечная же 
сила 0 въ силу симметрии. 
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Замѣтимъ, что эначѳнія одинаковы для всѣха 
сѣчѳній. 

йэьѣстно, что равнодѣиствующая давлѳнія на внут 
рѳннгою цилиндрическую поверхность равна давлѳнію» на 
ѳя проѳкцію 2 t t "і*р « 

Изъ условія равновѣсія раэсматриваемой части ци
линдра I Z ^ — 0 |, слѣдуетъ, что 
отсюда определяется величине, нормальной силы 
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Значѳніе момента Jtf, найдѳмъ изъ того условія.что 
уголъ смежности (ÀA£ между двумя произвольными мери -
діанальными сѣчѳніями при дѳфорыаиди цилиндра соіра -
няѳтъ свою величину т.е., что Л.оіі^—О или, сбглас -
но первому уравненію формулы УІ. 

подставляя выше найдѳнныя эначѳнія. 

Зная теперь вначѳнія Jß, и Jf* нетрудно вычислить 
напряженіе въ какой нибудь точкѣ на раэстояніи; ïj, отъ 
оси бруса по формулѣ I з пун. 14 I , а именно 
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Теперь уже можно определить радіальное нормаль-
Фиг. 42. ноѳ давленiefi^ на цилиндри

ческой поверхности радіуса 
- t - . Для втого выделим* 

означенной поверхностью из» 
цилиндра часть его, ограничен
ную двумя цилиндрическими по
верхностями радіусов* Ъ и 

J2 -H т£ и двумя мѳридіаналь
ными плоскостями, составляющи
ми угол* . На.элемент* 
A Лл^ мѳридіанальнаго сѣ -
чѳнія цилиндра действует* нор
мальная элементарная сила'ЦО^ 
которой проѳкція на ось 
равна цел^ІѴЫ^ \ Сумма 
проекцій таких* сил* в* обо -
их* сѣченіях* равна 
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Следовательно 

Для равновѣсія нѳобходимо, чтобы эта сила была 
равна и противоположна разности давлѳкій, действующей 
на обѣихъ цилиндрическихъ поверхностях* раэсматрива -
ѳмаго отрѣэка. Такъ какъ давлѳніе на внутренней поверх
ности равна 2 t SirflLg • jb , a давлѳніѳ на поверхно -
сти радіуса ^ -h равно £ (j) + г̂ ) (Д^г, . /і^ э 
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Мы разсмотрѣли выше случай открытаго цилиндра, под 
вержѳннаго внутреннему боковому давлѳнію. При эакры -
том* цилиндрѣ, къ выше найданным* напряжѳніям* ïl и ' t l ^ 
нужно ѳщѳ присоединить нормальное растягивающее напря-
женіе ïï^ Iсм. фиг. 4Іа| в* плоскости попѳречнаго сѣче-
нія цилиндра, нормальной къ его продольной оси | X, |. 

Предполагая, что оно распрѳдѣлѳно равномѣрно по этому 
сѣчѳнію, мы можем* определить его, разделяя давлѳніе 
на днище, равное Ip'TT'l На площадь сѣчѳнія 

цилиндра, т.е. 

« I 

Зная три нормальных* напряженія А по 
трем* взаимно перпендикулярным* направленіям*, нетруд
но найдти составное напряжение | ^Ь0 | и поверить проч
ность цилиндра. Так* например*,для напряжѳній в* пло
скости меридіанальнаго сечѳнія составное.напряжѳніѳ 
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Для элемента бливь внутренней поверхности ци 
линдра 

П р и м ѣ р ъ 2. Опрѳдѣлить полоисеніѳ нейтраль
ной оси при изгибѣ кривого бруса, двутавроваго сѣчѳ • 
нія Iфиг. 43 I 

х| |̂  • постоянный коэффициент* см.. курс* Сопро
тивления Матер, проф, В.Н. Соколовсиаго» 
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Фиг. 43-, 

Принимая во вниманіѳ раэмѣрн двутавроваго сѣченія 
согласно обозначеніяаъ фиг, 43, получимъ: 
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Если обозначить черѳэъ (ß радіусъ срединной оси бру -
ска, то разность — ^ 0 укажетъ величину пѳрѳмѣ-

•щѳнія нейтральной оси отъ срединной оси бруса. 
Величины напряжений найдутся изъ формулы С |пунЛ5| 
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но, согласно условій іф 

гдѣ S - статичѳскій моментъ попѳрѳчнаго сѣченія отно
сительно нейтральной оси, т . в о 

гдѣ CJ - плошадь сѣченія попѳречнаго сѣченія г,е. 

(j — &3 А г -+- it 

Иэъ послѣдняго равенства, опредѣляя величину Cl, полу-
чимъ 

и слѣдоватѳльно 

. . . |4S| 
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Для крайних* наружных* волокон* 

Для крайних* внутренних* волокон* 

Отноіпеніѳ наиболываго налряжѳнія къ меньшему 

и слѣдоватѳльно 
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Г л а в а I I I 

РАЗСЧЕТЪ АРОКЪ СПЛОШНОГО СЪЧЕНІЯ СЪ ШАРНИРАМИ- ВЪ ПЯТАХЬ 

Д В У Х Ш А Р Н И Р Н Ы Я А Р К И . 

18I ОБЩІЯ ДАННЫЯ И ВЫРАЖЕНІЕ ДЛЯ РАСПОРА. Раэсмот-
римъ арку, постояннаго сѣчѳнія и имѣющую шарнирныя не
подвижный опоры.. Предположим» кромѣ того, что арка сим
метричная и симметрично загруженная вертикальными си -
лами, лежащими въ плоскости оси арки. Сопротивление не
подвижной шарнирной опоры вполнѣ опрѳдѣляѳтся, как» из
вестно, двумя элементами, а именно, ея величиной и на-
правлѳніѳмъ, или двумя проѳкціями на координатныя оси, 
расположенный произвольно въ плоскости дѣйствія силъ. 
Следовательно, каждая неподвижная шарнирная опора да -
ѳтъ двЬ неизвестных» величины, а для двух» опоръ будѳмъ 
иметь 4 неизвестных»; статика же дает» лишь 3 уравне -
ніѳ 'равновесія. В» задачу таким» образом» входит» одна 
статически неопределимая величина. 

Примем» за координатныя оси: вертикаль и го -
риэонталь *$/3 | ф и г п 441„ тогда вертикальный проѳкціи 
\Л и f3 I опорных» сопротивлений могут» быть прямо опрѳ 
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дѣлѳны помощью уразнѳнія моментов*; онѣ будут* тѣ жѳ 
что я в* простой балкѣ, несущей тѣ же грузы. Что же 

Фиг. 44. 

IM 
i i 

касается горизонтальных* проекцій | | опорных* со -
противленій, то, на основании законов* статики, можно 
сказать только одно - окѣ должны быть равны и проти -
воположны по направлен!». Величину ©тих* горизонталь -
ных* проекцій или составляющих* называют* гсриэокт&ль 
ным* распором* ft арки, ов* то и представляет* из* се 
бя ту статически неопределимую величину, которую тре
буется опрѳдѣлить. Действительно, как* только распор* 
будет* извѣстѳнъ, сейчас* же найдутся и иэгибающіѳ мо 
^енты, сдвигающія. и нормальныя силы для. всѣх* сѣчо -
ній, -а следовательно и напряженія для вс.ѣх* точек* ар
ки. Ограничимся поэтому прежде всего выводом* распоре 
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f v . Для рѣгаѳнія прииѣним* теорему о наименьшей рабо -
тѣ дѳформаціи и, ранѣѳ выведенный, выражѳнія для по -
тенціальной энѳргіи или работы деформаціи при изгибѣ 
кривых* стержней. Согласно доказанному ранѣе положе -
нію, общій ход* рѣшѳнія должен* заключаться в* слѣду* 
ющем*: необходимо выразить потенціальную энѳргію или, 
что то же, работу деформаціи в* функціи внѣшних* еил*^ 
включая туда и статически неопредѣлимыя силы; затѣм* 
написать, что производный работы деформаціи по этим* 
силам* равны нулю. Полученный таким* образом* условный 
уравненія дополнят* нѳдостающіяся уравненія статики JÎ 

дадут* возможность опредѣлить статически нѳопрѳдѣлимня 
силы. 

Если пренебречь пока вліяніем* температуры и при
нять, что радіус* кривизны сравнительно велик* по срав 
нѳнію с* поперечными сѣченіями сплошной арки, то вы 
ражѳніе работы деформаціи, согласно уравкенію 15 при 
мет* вид*; 

Так*, как* арка симметричная и симметрично загруженная, 
то можно разсматривать любую половину арки; пуять по » 
л овина длины арки, считая пс ѳя оси, будет* ~- =: £ 
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тогда, вкшѳ приведенное, выраженіе напишется так»: 

гдѣ JT нормальная сила, a Jift иэгибающій момент». Вы
разим» теперь в* зависимости от* внешних» сил» 
и статически неопределимой силы ft <, Возьмем» проиэволь 
ную точку J$ с» координатами |& и vj. \ ]фиг* 44|.Иэги-
бающій момент» Л относительно оси, проходящій через» 
взятую точку с» координатами ІЖ — ̂  \ выразится тог -
да так» 

момент* горизонтальная распора, a Jrv^ - момент* вер -
тикальных* сил*, активны» и пассивных*, приложенных* 
к* аркѣ от* рассматриваемой точки до одной ив* опор*, 
Т в 6 о 

Этот* момент* имѣет*, слѣдовательно, тождественную 
величину с* таковым* же, относительно точки с* абсцис
сой прямого бруса, пролетом* Jl-ß^Äfc, опирающагося 
на двѣ опоры и подвержѳннаго тѣм* же грувам*. как* и 
арка. Подставим* пока найденное выражѳніе Л в* уравнѳ 
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яіе |15а|, тогда получит; 

І5в 

Составим* частную производную уравнѳнія \1ЪІ\ по ста -
тичѳски неопределимой величине \Ь и приравняет ее ну
лю- Получим*: 

В* уравненіи | Iôô-j приходится еще выразить Jf в* видѣ 
фуннціи от* |£ Сделать это не трудно, но, чтобы избег
нуть длинных* формул», которыя в* практике все равно 
не приходится употреблять, заметим*, что в* очень по -
догих* арках*, для которых* собственно и важна эта фор 
мула, так* как* в* них* f£ и Jf выходят* особенно боль 
шими, Jf приблизительно равно j— f£ |„ При этом* упро 



щеніи получаем*: - — А и рѣшѳніѳ предыдущего 
dit 

уравненія дает* 

Если коэффициент* упругости ô постоянный и принять, 
что сѣченіе арки на всем* протяженіи такке постоянно, 
то ̂  и 3 величины постоянный и могут* быть, вмѣстѣ 
с* £> , вынесены из* подъ знака интеграла, Введя кромѣ 
того, значѳніе радіуса инерціи 7 = ^ и имѣя в* 

, что I d>§ •= \j , получим* эначеніѳ для распора виду, 
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Если бы мы в* уравкекіи |15а| работы деформацік совсѣм* 
бы пренебрегли В Л І Р Н І Ѳ М* нормальной силы J)T и sa исход 
ное уравкеніе приняли бы сокращенное 

, то подобными же раэ-

суждѳніями получили бы для вырежрчір распора величину:̂  

50 

Следовательно, вліяніе нормальной силы, при дрпущѳніѵг: 

что оно равно распору, выражается в* уравненіи |49| 
членом* £ *t . Величина распора ji^ носит* часто наз
вание главнаго распора и обгаій распор* f£ может* быть 
внражен* в* зависимости от* ̂  слѣдуюшей формулой: 
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носит* названіе коаффиціѳнта поправки» обозначим* его 
через* fr. Коэффициент* этот* не зависит* от* грузов* и 
меньше единицы, 

19I КОЭФФИЦІЕНТЪ ПОПРАВКИ. Для опредѣлѳнія вначв-
нія ноеффиціента 

введем* нѣкоторвя изыѣненія для обдбгченія его вычислѳ-
нія. Прежде всего эначѳкіе 

равным* 

ка плоская,, те без* большой погрешности для практичѳ -
ских* вычислоній можно допустить замѣну ^Ф-' через* ^ £ 
Тогда Л 

величина 
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и вычислѳніе его не 

представляет» трудностей, если кзвѣстно уравненіе кри -
вой.оси арки» Так* напримѣр*. если эта крива.я - парабо
ла с* вертикальной осью | | и с* вершиной в* точкѣ (L 
|фиги 441, то имѣем* для нея уравнені.е: 

нос* арки. 
Подставим* теперь эначеніе у в* подъинтегралькое выра-
женіе и произведем* необходимый внчислѳкія'. 

j 
о 

Следовательно получаем* для К» слѣдующоѳ значение: 
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Полученный коэффиціект* поправки может* быть отне
сен* не только к* плоским* аркам* с* параболической 
осью, но с* достаточной для практики точностью и к* 
плоским* аркам* какой угодно формы. Тан* ТІъ&МС дает* 
значеніе ковффиціента ft для арок* с* осью по дугѣ кру_ 
га: 

Второй член* числителя -у • -^г не превышает* 

По сравнению с* единицей значѳніем* • - T J смѣ-
ло можно пренебречь и тогда получим* прежнее эначеніе 
для Я- . Таким* образом* какose бы ни была форма плос
кой арки мы можем* принять за величины поправочнаго ко« 
эффиціента К те, который соответствуют* или параболи -
ческой арке или арке с* осью по дугѣ круга того же от-
верстія и подіема. Определив* таким* образом* величину 
поправочнаго коэффициента, распор* арки будет* опредЬ -
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лен», если нам» будет» известна величина 'ff » опре -
дѣляѳмая уравненіем» |50J и зависящая от» способе распре 
дѣленія внѣшнихъ силъ и формы кривой оси арки. 

20I РАСПОРЪ АРКИ ПРИ РАВНОМЕРНОЙ НАГРУЗКЪ ЕЯ Г0РЙ-. 
ЗОНТАЛЬНОЙ ПРОЕКЦІИ, Если плоская арка с* параболиче -
ской осью или с» осью близкой к» параболѣ, то при рав
номерном» распредѣлѳніи нагрузки по ея горизонталь -
ной провкціи легко определить величину распоров» ttt и 
f t . По уравнѳнію 15G Î 

о 

тождественный с» моментом» прямого бруса, пролетом» ̂ про 
лету арки, т.е. 2 , опирающагося на двѣ опоры и под-
верженнаго тѣм» же грузам», как» и арка. Пусть равно -
мѣрная нагрузка будет» р на I ед. пролета, тогда |фиг, 
45 I для момента іА^ , относительно любой точки с» абс
циссой : X » имѣем»; 



Принимая во вкиманіе ковэфиціентъ поправки 1С по 
лучимъ: 
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.|5б| 

21 I ПРИБЛИЖЕННАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ РАСПОРА ПОЛОГИГЬ АРОКЪ 
ПРИ ДЪЙСТВІИ СОСРЕДОТОЧЕННАЯ ГРУЗА. При пологих* ар
ках* величину главкаго распора'f't , при Д Ѣ Й С Т Е І И сосре-
дсточѳннаго груза 6* можно найти слѣдуюшимгь ооразомг; 
Пусть симметричная арка Іфиг» 4 6 j , afP сосрѳдо -
точенный груз*, приложенный в* точкѣ £ , в* разст-ояніи 

Фиг. 46. 

02$=" С отъ вершины параболы С , чтобы возстано -
вить симметрию грузов*, действующих* на арку, и тѣмъ 
сдѣлать приложимыми, выведенныя ранѣе, формулы,- прило
жим* къ правой половикѣ арки симметрично расположен -
ный съ - груз* Я) , и по вѳличинѣ равный,ему»т.е. 

Э=\і̂  .Распоръ, отнесенный къ этим* двум* грузам*t будеъъ очо 
видно вдвое болѣѳ того, который относился бы к* одно -
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му из* этих* грузов*, взятых* отдельно, т,ѳ. получим* 

Дѣйствующій МОЫѲНТ* Jft, , около точки с* абсциссой 
j( , , равен*: 

М,-9(а-Я>)- к о г д а ' £ „ 

Д=9(а.-^-?(с-*)^9(а-с) - к р г Д а х < С 
т.Ѳо когда точка взята между силой j и осью J или 

между а « о I Таким* образом* интеграл* 

Допустим*,, что ось арки может* быть принята за параболу 
с* уравнением* г| — £ ̂  — • И что она настолько пяо -

екая, что без* большой погрешности можно заменить 
чероз* іогда 
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подставляя сюда зкачѳніа для игшента'е/^ , получим» 



Это ізыреженіѳ для распора /"к*, данное е ю 
I $AW<JM> ОІгл^Зѳ^и э£ CLcLUMCM 1862 г.|0 пред
ставляет* приблизительно тѣ же результаты, что и упо
мянутые выше в* таблицѣ а. Оно вполнѣ может* 
заыѣнить послѣднія и, чѣи* арка положе, тѣм* выведен -
нов выражѳніе для распора , точнѣѳ по результатам*. 

Умножая величину » на коѳффииіент* поправки,по-
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лучим* значѳні© распора: К 

Часто разстояніе груза берется не от* средины ар
ки, а от* одной из* опор*, т„е. переносят* координат -
ныя оси в* эту опору. В* этом* случаѣ формула |57| И З 

МЕНИТСЯ» а именно: пусть раэстоккіе груза |фиг, 47|от* 
лѣвой onoTpii^Aj-yyb ; тогда ^ С = т и л и С»пг-А- Подставляя 
вкѣсто 0 его значѳніе в* уравнѳніе |57| и производя не™ 
обходимыя вычислонія получим*: 

Фиг. 47. 

Выражение, стоящее в* скобках* уравнѳнія |58| — [4-<£" + 
•+-2.0ИГГ1— УУІ ] измѣняется при передвижении груза ̂  ,но 
это иэмѣненіе не особенно велико- При измѣненіи WL в* 
предѣлах* от* нуля до 2 а , |величины пролета|, равность 

Статика сооружений. Проф. ПоИ. Дмитріев*-
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£ a m —m — ыѣняѳтся в* предѣлахъ от* своей малой величины 
|т.е. нуля I до самой большой, равной Cl . Замѣним* 
ату переііѣнную разность постоянной величиной, а именно 

а? 
средним* ея эначѳніеыъ: —р— 

Тогда величина въ скобках* — (4-0?-+- 2 ктъа — уѵ$\ — 

~4г С & — ^ и мы получаем* приблизительную форму
лу для опрѳдѣлѳнія главкаго распора ft^ ' 

эдѣсь слѣдовательно Jtt, и fi* раэстоянія груза до опор*.Эта 
формула принадлежит* Знгессвру. Распор* 

ІІ=К'\ІЛ . . . . |60| 
Только что выведенной формулой моэтно также пользовать -
сн, как* и формулой^ОЛл&Л. * я д л я пологих* арок*, хо
тя она еще болѣѳ"приближенная, чѣм* послѣдняя. 

х|,чДля} опрѳдѣленія mo ^ W n * a выражѳнія £<*ли-ѵЛе-

рэм* первую производную по Иг и приравниваем* еенулю т.9, 

Z*r* = 0; откуда }ïl — & подставляя получаем*; 

<CÇk-Yn= Yl и считая величину приближенно paDHoft-^ 0 

получаем* 
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221 ОБЩІЙ СЛУЧАЙ ОПРЕДМЕНІЯ РАСПОРА ДВУШАРНИР-
НОЙ АРКИ. До сих» пор» мн разсматривали плоскія двухѵ-
шарнирныя арки параболичѳскія или с» осью по дугѣ кру
га, принимаемый без» большой погрѣшности близкими к» 
параболѣ. 

Разсмотрии» теперь в» самом» общем» случаѣ арки 
с» осью произвольной формы, пологія или повышенный,за
груженный равноиѣрнс или неравномѣрно. Точное рѣшеніе 
интегралов» р 

входящих» в» выраженіе распора ТЦ ., въ этом» случаѣ0 

вообще говоря, затруднительно, а подчас» даже и невоз
можно. На практикѣ прибѣгают» поэтому к» приближенным» 
способам» вычисления, пользуясь методом» квадратов»; 
Для этого дѣлят» длину дуги арки XJ на извѣстное число 
мелких» частей А«$ и вычисляют» для средней точни каж 
дой такой чести А <$ - величины и j^, a затѣм» уже 
и произвѳдѳнія I J ^ j j A o " I и I t^AS I для всего про
тяжен! я арки. 

Вышеуказанный вычисленія могут» быть произведены 
аналитическим» и графическим» способами. Один» из» гра 
фических» пріемов» расчета будет» укаван» ниже. Здѣсь 
же необходимо добавить, что, когда вычисления относят
ся к» круговым» аркам», то JA также, как» СІЖ и СІл^ , 
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могут* быть выражены функциями угла при центре и раді-
уса, и тогда интегралы можно рѣшить точно. Но вычислѳ-
нія эти довольно кропотливы и затруднительны. Эти вы -
числѳнія были сдѣланы d>l< fytZA'b омъ для случая рав
номерно распределенной нагрузки по горизонтали''и для 
сосрѳдоточѳннаго груза, расположенная въ любой точке 
круговой арки и имъ же для этихъ случаѳвъ составлены 
таблицы. Желающих» подробно ознакомиться съ этими вы-
численіями и таблицами, мы отсылаем» непосредственно 
къ его работѣ, ниже же приводим» аналитичѳскій сокра
щенный вывод» приближенных» формул» для повышенных* кру 
говых» арок», каковыя, вмѣстѣ о» разсмотрѣнными уже по 
логими арками, наиболее чаще встрѣч&ются въ применѳніи 
к» гражданским» сооружѳніямъ. 

23I ПОВЫШЕННЫЯ КРУГОВЫЯ АРКИ. 
Разсмотримъ сначала дѣйствіѳ сосрѳдоточѳннаго гру

за £Р . Ввиду того, что арка повышенная, можно влія-
ніѳм» нормальной силы J/* пренебречь по сравнѳнію с»' 
дѣйствіем» изгибающаго момента и за исходное уравнѳ -
ніѳ для работы дѳформаціи принят© |ï6J 

Подставляя, подобно предыдущему, эначѳніе 
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в* уравненіе |Іб| и приравняв* нулю на основаніи нача
ла наименьшей работы первую производную от* работы дѳ-
формаціи по нѳизвѣстной вѳличинѣ распора f£ , получим* 
при постоянных* величинах* 5 и <J уравнѳніе: 

откуда 

гдѣа как* иэвѣстное согласно |фиг.48| будет* pa 
вѳнъ: 

для точки Jyb> взятой злѣво отъ груза и 

для точки взятой Е г г р а в о отъ груза. 

Тогда значэніѳ примет* вид*: 



Для круговъисъ арокъ удобнѣе вводить. какъ сказано выше 
вт> иычислоніо угловыя функціи. Пусть имеется на фиг. 



• 199 -

48 половина центральнаго угла OL и радіусъ средней ли-
ніи арки — *£; точка приложенія нагруэки опрѳдѣлит -
ся ѵгломъ р> , а проиввольноѳ мѣсто точки Jit - угломъ 
W Тогда имѣѳиъ: JA — % oi<J> 

Производя интѳгрированіе и выражая полученные квадра
ты и проиэведѳнія тригонометрических* функцій одного и 
того же угла чѳрѳэъ функціи двойного подучим*-
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7Г 

При oL т.е.; когда ИМЪОТСЕ полуциркульная арна4 

довольно сложное уравнение J 6 I j принимаѳтъ простой 
видѵ 

Если, вмѣсто сосредоточѳннаго груаа J будѳтъ 
дака равномерно распределенная нагрузка р по горизон
тальной провкціи, то, земѣняя ьъ уравненіи |бі|£Р чѳ-
резъ ъначенз и, интегрируя в* 
гтредѣлахъ отъ Д° = сЧ. « получимт. распоръ для слу 
чая равномѣрной нагрузки одной половины горизонтальной 
проекціи арки вть видѣ. 

При равнонѣрной нагрузи* ,сеП арии з н а ч е н а «.уде» 
адзое большим*. Для полуциркульной арки (od— ~р JT^j 

из* уравнения |бЗ| получим* 
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При полной нагруэкѣ: 

i l — 0,424ръ . -|6ö! 
241 ВЛІЯНІЕ ИЗМВНЕНІЯ ТЕМПЕРАТУРЫ»Ранѣѳ уже было 

доказано очень важное прѳимущѳстзо статически опрѳдѣ-
лимыхъ систем* сооружѳній» в* отношѳніи отсутствия влі-
янія температуры на эти системы, т.е., от* измѣнѳнія те 
пературы в* статически опрѳдѣлимых* системах* рѳакціи 
их* и внутренняя силы не мѣняются от* нагрѣванія или 
охлаждѳніп. Во всѣхъ других* системах*, за очень рѣд -
кими исключеніями9 повышеніѳ или понижѳніе температуры 
Еыэываетъ уже пѳрѳыѣну рѳакцій опоръ и ИБМѢНѲНІѲ напря-
жѳній частей. В* особенности сильно эамѣтно вліяніе тем 
пѳратуры на измѣненів рѳакцій и напряасекій въ арочных* 
системах* Jsa исключенівм* трехшарниркой арки|.. Так*, 
двухшарнирная арка, вслѣдстаіе неподвижности опоръ, не 
может* принять свою естественную форму при нзмвнѳніи 
температуры- Вслѣдствіа этого при нагрѣваніи получает
ся 

ся увеличеніа горизонтальнаго распора арки9 а э-то эы •-
эываѳт* увэлкчѳніѳ напрязкеній во аеѣх* частях* арки.Та-
кія увеличения особенно значительны в* плоских* |поло -
гих*| арках*е стрѣла которыхъ составляет* незначитель
ную часть пролета арки. Арии съ большими подъемами въ 
сродинѣ получают* сравнительно мѳкьвіія напряжения от* 
измѣнѳнія температур*. В* дальнѣйших* эычислѳніях* влі-
янія иэмѣненія температуры нам* придется основываться 

X1 К У Р С * В.H. С о к о л о в с к я . г » и П т я т и н я Длпт»пгавіа 
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ка нѣкоторыхъ гипотезах*, а именно: мы допускаем*, что 
имѣемъ дѣло с* изотропным* материалом*, в* котором* рав 
номѣрноѳ нагрѣваніе не допускает* перѳкашиванія. На -
грѣтый прямоугольный брусокъ такого матеріала стремит
ся расшириться одинаково по всѣмъ трем* иэмѣреніям* и, 
если ©тому кѣт* прѳпятствій, то всѣ размѣры его увели
чиваются пропорціональко отношенію [ і -H ô Û "j к* еди -
ницѣ I cL « ковффиціентъ расгаирекія матѳріала|. Если же 
имѣются прѳпятст-вія такому расширению, по направлѳнію 
одного изъ трех* размѣровъ бруска, то по этому направ-
ленію появится сжимающая сила, равная | Co^ts і пудов* 
или килограммов* на единицу сѣчѳнія бруска. При охлаж
дении получаются обратныя явлѳнія. Величину коэффиціѳн- "~ 
та упругости 6 будем* считать постоянной, т.е. неза
висящей ни от* температуры, ни от* величины сил*, рас
тягивающих* или сжимающих* брусок*. 

За исходную или начальную температуру, от* которой 
считаются измѣнѳнія ѳя, вызывающія напряжѳнія, примем* 
ту температуру, при которой происходит* сборка соору -
жѳнія. Затѣмъ наибольшее возможное понижѳніе темпера 
туры указывается'самой низкой температурой воздуха4 ко
торая мржѳтъ быть зимой. Наибольшее повышеніѳ темпера
туры проиэойдѳтъ конечно въ жаркіе лѣтніѳ дни. Для мо -
стовыхъ сооружений считаютъ иэмѣнѳнія температуры въ 
предѣлахъ от* ±4-0° до £0° [считая по Цельсію| в* 
ту и другую сторону отъ начальной температуры. Для граж 
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данских* сооружѳній можно допустить тѣ жѳ иэмѣнѳнія В' 

25I ОБЩІЙ ПРІЕМЪ РЪШЕНІЯ. Вліяніе температуры мож
но разобрать различным* образом*. Один* из* способов* 
состоит* в* том*, что устраняют* мысленно статически 
неопределимый величины рѳакцій опор* и эатѣмъ находят* 
естественное измѣнѳніе фигуры системы» происходящее оті 
свободнаго удлинѳнія нагрѣтых* частей ѳя. Это разсмот-
рѣніѳ позволяет* определить перемещения тех* точек* фѳр 
мы, который должны были бы опираться на опоры, но,вслед 
ствіѳ укаэаннаго свободнаго удлинѳнія, оставили опоры. 
Затем* нужно эти точки вернуть в* их* истинный положѳ-
нія на опорах*, для чего потребуются известный силы.Эти 
силы будут* дополнительный рѳакціи, вызываемый нагре -
ваніѳм*. Здесь, следовательно, две отдельный задачи: 
одна геометрическая - нахождѳніе изменѳнія фигуры, при 
удлинѳніи частей фермы; другая - механическая - нахож-
дѳнів силы, производящей известныя пѳрѳыъщѳнія т.ѳ.воз-
вращаюшія опорный точки на опоры. Вторая задача легко 
решается помощью известной уже нам* теоремы Костеліано 
Iсмотри уравнѳніе 161, которая дает*, что производная 

== пѳрѳмещѳнію . Если известно из* первой зада
чи, то это уравнение может* послужить для нахождѳнія си-

теорем* механики* Мы в* лекціях* уже указывали на ту 
тесную связь, которая существует* между статикой и гѳо-

прѳдЬлах* от* — 20° до -30° по Цѳльсію. 

лы может* быть решена помощью 
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мѳтріей, а равно и на то, что часто законы статики до
ставляют* лучшій и снорѣйтій способ* доказательства 
геометрических* теорем*. Для достиженія этого и в* 
данном* случае0 предположим*, что у нас* получились та-
кія же удлинѳкія, как* от* нагрѣванія, но, что они вы
званы механическим* путем*, т.е. анѣшними силами. Для 
этого присоединим* к* действующим* нагрузкам* еще для 
каждаго бруска фиктивную растягивающую или снимающую 
силу с 4~ 

Здесь Со " площадь поперѳчнаго сѣчѳнія, X - в* граду
сах* показывает* насколько кагрѣлся или охладился бру
сок*; при нагрѣваніи сила Ekelte- растягивающая, при-
охлажденіи - сжимающая. Назначая такія силы, мы прѳд-
полагаѳмъ, что наш* брусок* прямой, имеет* постоянное 
сѣченіѳ и вѳэдѣ нагрѣт* одинаково, причем* боковыя по
верхности бруска свободны и не подвержены дѣйствію сил*. 
Если же он* не прямой, или не постояннаго сѣчѳнія, или 
температура его не вѳздѣ одинакова, то тогда его нуж -
но разбить на беэконѳчно малые элементы и приложить по 
длинѣ каждаго элемента фиктивкыя силы (с>биСІ%~% изме
няющаяся пропорціовально площади элемента и пропорціо -
нально тому числу градусов* на сколько этот* эле
мент* нагрет* 

Вводя таким* образом* в* систему фиктивныя силы0 

производящая тѣ же иэмененія, что и изменения геллера -
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туръ, мы получаѳмъ систему подверженную исключительно 
действію механических* сил*. В* такой системе мы мо-

бы для нахожденія реакцій опоръ и дру^ихъ статически нѳ-
опрѳдѣлимыхъ вѳличинъ системы. Нужно только помнить,что, 
по окончаніи вычислѳній, необходимо изъ всѣхъ найденныхп 
внутрѳннихъ напряженій вычесть величины СФІУ " 

или килогр. 
на квадратную единицу площади свчѳнія, прѳдставляющія 
результатъ дѣйствія фиктиэныхъ силъ. Подобный пріѳмъ за
мены термичѳскихъ явлѳній, механическими ввелъ въ Стро
ительную механику Меланъ. Примѣняя такой пріѳмъ и въ 
данномъ случаѣ, мы можемъ пользоваться любой изъ извест
ных* тѳоремъ, или началомъ наименьшей работы, как* де
лав тъ Меланъ, или теоремой Кастѳліано, или теоремой вза
имности, или пріемомъ Мора. 

Вернемся теперь непосредственно къ двухшарнирнымъ 
аркамъ и применим* начало наименьшей работы или принцип! 
производной работы дѳформаціи. 26I ОБЩІЯ ВЫВОДЪ УРАВНЕНІЯ ДЛЯ ОПРЕДЪЛЕНІЯ ВЛІЯНІЯ 
ЙЗМЫІЕНІЯ ТЕМПЕРАТУРЫ ДВУХШАРНИРНОЙ АРКИ. Пусть имеется 
двухшарнирная арка сплошного сечѳнія; равномерное на

било уже выяснено ранее, то здесь займемся только опре-
делѳніѳмъ вліянія иэменѳнія температуры, и потому прѳд-
положимъ, что арка нѳнагружѳна. Обозначимъ |фиг. 491но-* 
комый распоръ арки, вызываемый дѣйстчіем* температуры 

жѳмъ прикладывать все известный намъ теоремы и спосо-

какъ вліяніе внѣшних* нагрузокъ 
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Фиг. 49. 

чѳрѳзъ Согласно сказанному выше, необходимо, для 
свѳденія рѣшѳнія данной задачи в* цикл* статических* 
вадач*, къ каждому волокну арки приложить фиктивныя си-^ 
іы на квадратную единицу, который будем* счи -
гать положительными, если производят* растягиваніѳ |на-

Фиг. 50. грѣваніе арки 
на t> |и отри
цательными , если 
сжатіе Іохлажде-
ніе арии на І |. 
Возьмем* произ
вольное сѣчѳніѳ 
арки (Ъ Iфиг.50I 
дѣйствіѳ части, 
отдѣляѳмой втим* 

іѣчѳніем* на волокна, прилегающая к* сѣчѳнію выразится 
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нѣкоторой сжимающей силой с/г и моментом! Л .Поэтому 
напрядсеніѳ нѣкотораго волокна буде?*-^ ^г - |знак* 
ігинус* означает* сжатіе| | CJ - площадь сѣчѳиія; _) -мо
мент* инѳрціи сѣчѳн.ія|. Сюда нужно прибавить фиктивный 
Iположим*I растягивающіа силы ùoit и мы получим* пол
ное напряженіе: 

Если площадь волокна ѳсть d&J4 а длима 0І4 \ то по -
тенціалъная энергія или работа дѳформ&ціи эго будет» 

Л 

Для получѳнія работы деформацін всѣхъ волокон*; прилв-
гакшшхъ к?» сѣчѳнію І |3 ̂  | эоэьмемг интеграл s, т*ѳ » 

Для полученія же работы деформации всей'ар^н интегри
руем* еще раз* полученное выражение по всей длкнѣ арки 

OCJ . Окончательно получаем*: 

х| (Вліякіемъ кривизны ка отдѣлькыя Е о л о к н а пре -
кебрѳгаѳы* и считаем*,...что длина волокна в* разстояніи 
Z от* срединной оси разка длинѣ вслокна по оси, т.е.еЛ_ 
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Применяя начало наименьшей работы, мы должны дифферен
цировать это выракекіѳ по искомой неиэвѣстной /^j- «Как* 
величина силы так* и моментъ зависятъ отъ 
распора n/ç , следовательно будет имѣть: 

Для дальнѣйшаго раэбора вопроса необходимо назначить 
геометрическую фигуру оси арки; ока опредѣляѳт* эави -
симость е Ѵ и j/i-^отъ распора /^. . Доведем* вычисленіѳ 
до конца, для случая параболической арки» 

27I СЛУЧАЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ АРКИ. Сдѣлаѳм*, подобно 
предыдущему, допущѳнія, что площадь попѳрѳчнаго сѣченія 
арки и моментъ инѳрціи его одинаковы по всей длинѣ ар -
ки. Точно также допустимъ замѣну çl& чѳреэъ (Lk - что не 
ведѳтъ къ замѣтнымъ практическим* ошибкам*, в* тѣх* слу
чаях*, когда арка достаточна полога, т.е. именно тог
да, когда сказывается наибольшее вліяніе температуры. 
Уравненіе параболы, отнесенное к* осям* | | фиг. 
49 будет*: 
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Л 

для какой нибудь точки с* координатами 
& ä Іфигч 49-1 будетъ 

~ —іС^ [знак* минус*» по

тому что зращѳніе противоположное часовой стрѣлкѣ|« 

Сжимающая сила ôC будетъ, 

Jf — }ß^Cfi4 <g гдѣ - есть угол^ 

между касательной в* любой точкъ оси арки и направлѳ -
ніем* силы » Так* как* мы допустили вамѣну чѳ-
реэъ cU, т.е. приравняли элемент* дуги ея проек
ции L̂oC . то, при такой степени приближения, должны счк 
тать, что Сб4 — *f Т е р , 

При этомъ получаем* теперь; 

Вставим* полученные чаотнья значѳнія в* уравнеяіе 67,при 
чем*, сообразуясь с* допущениями, прѳдѣлами иятегри -
рова.нія будут* 0 и Я I получаем* слѣдуюшій результат* 

Статика сооруісеній. Проф, П.И. Дмитріев*. 
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Согласно принципу наименьшей работы 

следовательно, раскрывая скобки подъ интегралом», по 
лучим»: 

Производя теперь первое ннтѳгрированіе, и иііѣя йъ виду, 
что 

|гдѣ г - плечо или радіус» инерціи поперечнаго сѣченія|, 
получаем»: 

Коеффиціѳнтъ упругости <j . как» величина постоянная, 
ві/зѳсется из» под» знака интеграла и пропадает», благо
даря равенству 
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Производя послѣднее интегрированis,' получаетъ: 

Но [fd,* . как, и з ^ н о ' и з , првдндуцаго |ск. 5 « I 
равен* -—=• Q/ , гдѣ С> - стрѣла оси арки или- ѳя 
подъемъ. Подставляя значеніе интеграла въ предыдущее 
уравненіе, получимъ 

или, послѣ сокращена*, 

l e a l 

П p и M Ѣ p ъ. Пусть |фиг. 51I дана двухшарнирная 
арка двутавроваго 
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Фиг. 51 г, 

сплошного сѣченія высотой f V . составляющей ^ проле -
та |2а|. Стрѣла ß И Л И А * - Пролѳт-ь 2&~ 9г*& 

о ~ 

Коэффициент* расширенія oL = О,оооо-1£ » коэффиціѳнтг упру 
гости £-£оооооо кил. на О сан», t =г Ъо° . Опреде
лить распор* отъ температуры и добавсчння напряиенія. Согласно данным*, имѣѳм*, что 

Плошадь, соответственную этой зысотѣ двутавровой бал -
ки, <Х> примем* равной 72 кв. сент. Допуская приближен
но момент* инерціи £J Со h « получим* радіус* инерціи 
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Наибольшее по числовой вѳличинъ напряжение отъ 
температуры получается в* вѳршинѣ арки С ; обозначим* 
его через* — fi. , тогда 

как* сказано выше, для пологих* е.рокъ можно Jv принять 
равным* , тогда 

на I кв. сент 

Подставляя числовыя величины, получаем*,, 
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281 КРИВАЯ ДАВЛЕНІЯ ВЪ ДВУХШАРНИРНЫХЬ АРКАГЬ 
СПЛОШНОГО СЪЧЕНІЯ. Въ § 18 мы указали на то, что р а з * 

будет* найден* распор* Н, арки, то для любого сѣчѳнія 
ея легко опрѳдѣлить тогда изгибающій момент*, нормаль
ную и сдвигающую силы, дѣйствующія в* этом* сѣчѳніи. 
Умѣя находить теперь величину распора, покажем* как* 

же опрѳдѣлять выше названныя величины для произвольна-
го сѣчѳнія. 

Пусть на|фиг. 52I дана арка под* дъйствіѳм* верти
кальных* сосредоточенных* грузов* ̂  , и ^ , для 

которой величины опорных* сопротивлений Л и "В и р а с 

пора f t опрѳдѣлѳны на основаніи иэложеннаго ранѣѳ. 
«иг. 52. 
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Разсмотрим* участок* 
арки между ѳя опорой А и 
точкой приложения перваго 
груза ̂  . На любое рѣчѳ-
ніе этого з'частка слѣва дѣй 
ствуютъ только силы Л и ff, 
*или их* равнодѣйствующая 
R̂ . . Величину и направлѳ-

ніе этой равнодѣйствуюшѳй 
легко опрѳдѣлять графичѳ -
ски, ѳ, именно, отложим*|фиг. 
531 по вертикалѣ cl0d'$ 
величину сопротивл* опоры 

Jf — ді ^ , а на пѳрпѳндикулярѣ, воэстаиовлѳнном* к* 
этой линіи в* точкѣ ( j , величину 0&= ft, тогда вели -
чина 0d/o равна по величинѣ силѣ • направленіе же 
ея опрѳдѣлится стрѣлкой на основаніи правила сложѳнія 
сил*. 

Если теперь на чѳртежѣ арки |фиг. 521 из* то-чни*^ 
провести параллельно силѣ î\ » до пѳрѳсѣчекія 
с* силой ̂  , то получим* для любого сѣченія Ѵуііп-о точ
ку приложенія| С 0 |, дѣйствующей в* этом* сѣченіи си
лы, ѳя направлѳніе, совпадающее с* направлена ем* А$)0 и 
величину силы Пи І И з г сил* На участкѣ ар 
ки, можду силами и ^ІР^ , равнсдѣйствующак сила 
будет* уже мѣняться, как* по величинѣ,. так* и по на -
правденію, потому что ка этом* участи* к* дѣйствію рав-
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нодѣйствующей силы ^ присоединяется дѣйствіе сосредо
точенного грузи. « Если по вертикале отложить 
отъ точки Ji0 по вѳличинѣ и направлен.!*} силу ^ .т.е. 

— * то, на основании правила сложенія сил»,зв.-
мыкающая сторона оЛч треугольника сил» ô otedi выра -
знтъ по величине и направленію равнодѣйствующую силуТІ^ 
Іизъ силъ R ^ и ̂  |, дѣйствушую на участкѣ арки меж
ду силами ̂  и ̂  » Проводя на фиг. 52 изъ точки пе
ресечения I *2$0 I силъ и ^ , линію 35, ̂  параллель 
ную силе "Rg = Oclj 1 получимъ возможность, какъ и для 
пѳрваго участка арки, определить для любого сеченія вто 
рого участка точн. пркложѳнія и направление действующей 
въ втомъ сечѳніи силы и по величине равной |изъ 
треуг. силъ Od/e(£i |. Производя далее подобное же по
следовательное построена© для слѣдующихъ участков»,по
лучимъ вариньоновскій многоульникъ силъ съ полюсомъ О. 

|фиг. 53I и веревочный многоугольник» а%%%Ъ |фиг. 
52I. Этотъ веревочный многоугольник» Jß)0 — 13 носитъ 
названіе многоугольника давлѳній. Построение многоуголь 
ника давлѳнія, следовательно, на основаніи вышеизложен-
наго, рав» извѣсгна величина распора І - очень про -
сто. Для этого откл&днваютъ по вертикале отъ произволь
ной точки 0Іо величины внешних» силъ, въ последова -
тѳльномъ ихъ порядке, и величины сопротивления опор»Л 

и Т5 , т.е. строятъ замкнутый многоугольникъ внешнихъ 
аитивныхъ и пассивных» сил». Затем» на линіи 0£», пер-
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пендикулярной кг линіи силъ (LQCL^ И проходящей чѳреа* 
точку 6 - пѳрѳсѣчѳнія пассивных* силъ ,берут* 
полюс* 0 в* раэстояніи и строят* л у ч и Т ^ iTÎ . 

f?,^ . . . Проводя на чѳртежѣ арки линіи 

пѳ.раллѳльныя этим* лучам* до встрѣчи их* с* соотвѣт -
ственными силами , . • • получим* кривую дав-
ленія &% - а д . Так* как* пассивный силы и рас
пор* ft всегда проходят* через* центры шарниров*, то 

эти двѣ точки являются в* двухшарнирных* арках* посто
янными точками, через* которкя обязан* пройти много -
угольник* давлѳній, Слѣдовательно, раз* величина рас
пора "fC найдена правильно, то при построѳніи, в* по -
рядкѣ слѣва на право, последняя сторона многоугольника 
давленія ß должна прейти через* центр* опорнаго 
шарнира ß , т.ѳ»через* точку 13 . Имѣя многоугольник* 
давлѳній можно для любой точки Jit Іфиг. 52| оси арки 
опрѳдѣлить величину дѣйствующаго момента iht . Дѣйстви 
тѳльно, согласно уравненію 47. Ж = Mf ' {t ' J£ причем*; 
ѵ| = JrlÇ, a есть тождественная величина момента 
для балки, пролетом* , опирающейся свободно на 
двѣ опоры и загруженной тѣми же грузами , • 

IЛ X 

Величина момента едѵ ,̂ равна fötM1,^ |Смотри Строит. 

Х І ІЛІ-І » MO*«0 опрѳдѣлить из* слѣдующих* соображѳ-
ній: Пусть равнодѣйствующая активных* и пассивных* сил*, 
действующих* слѣва точки будѳтъ *R) t тогда fj) = 
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Мех. проф. Соколова!,. Следовательно, Jit — — Ä 

= К- ' Д ч & - К ' Л М ^ЩЛ^ - Х 5 ) = ̂ Д Н и ж е будет* 
указано другое выражѳніе для величины момента 

Если будет* дана сплошная равномерная или нораз • 
коыерчая нагрузка, то для построенія многоугольника дав 
лекія поступают* точно также, как* было только что ука* 
зано для сосредоточенных* грузов*. Для этой цели арку 
делят* на известное число малых* частей и нагрузки,при-
ходящія на каждую такую часть, разсматривают*, как* со
средоточенные грузы, приложенные в* центрах* тпкести 
соответственных* частей о 

Чем* на большее число частей будет* ре„збита аркн 
с* отдельными грузами, те_* с* больший* числом* сто -
рон*, конечно, будет* многоугольник* давленіи. При бев-
нонечно большом* числе деленій кногоугольник* давленif 
превращается в* кривую и носит* обобщенное названіе кри 
вой давлонія; в* дальнейшем* мы будем* пользоваться 
этим* наэваніем*. Вид* кривой давлѳнія и положеніѳ ея 
относительно оси арки будет* зависеть от* характера и 

или по фиг. 53 Т2>- с/,£- (f'o'Jii - ХХЬ направление В па-
рал, силам* SV и ̂  , а точка приложѳкія 0 » нахь -
дится на пѳрѳсѣчѳніи сторон* ѵ и Aïb . Далее 

А Д еол Л 0(1, і следовательно Ü — JLlt іли 

£ = - ^ J L ; откуда - ' Ъ ^ Ж 
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величины, дѣйствующихг на арку, усилій. Так*» вся кри
вая давлѳнія может» расположиться снаружи или внутри, 
или частью снаружи, частью внутри относительно оси ар
ки. Имея, таким* образом*, кривую давлѳкія и вариньонов-
скій многоугольник* сил* с* полюсом* 0 - мы можем* оп
ределить все действующія усилія в* любом* сечѳніи арки, 
а следовательно и произвести поверку прочности его.Так*, 
если взять произвольное сеченіе t^V^z ІФИГ« 521 # то 
точка приложенія, действующаго в* этом» сечѳніи, уси -
лія будет* пересечѳніе нривой давлѳнія с* этим* сече -
ніем*, т.е. точка 0, : направленіе действія усилія бу
дет* совпадать со стороной ^ 0 £ кривой давленія, вели
чина же усилія определится из* многоугольника сил* с* 
полюсом* 0 и будет* равна = Q Н а фиг. 54 для 
ясности начерчено отдельно сечѳніе ГУЦѴѵь^ 0*, действу
ющим* на него, усиліем* Tt̂  . Направлѳніе равнодей * 
ствующаго усилія 'R,̂  вообще наклонно к* сечѳнію КѴЦ/*̂ ; 
пусть угол* составляемый силой П"! „ с* нормалью к* сѣ-
ченію YTL^YCL^ будет* 06j , тогда разложим* равнод. |Х 

Фиг. 54 на две состав* 
ляющія: 

из» которых* 

действующая нор 
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кально кг сѣчекію4 будет* производить продольиыя кэмъ-
ненія в* волокнах'* арки, и ^L^SCnct^ = ^ - попѳрѳч-
ккя. Ко вліяніем* сдвигающих* или поперечных* сил* 
мы пренебрегли при опрѳдѣленіи распора \t * ввиду их* 
незначительная вліянія, слѣдоватѳльно и в* данном* 
случаѣ остается принять во вниманіе только силуiV==tLC4ci 
Поэтому, как* вид.им*, всякій раз* нам* придется равно-
дѣйстз. силу'К/ раскладывать на двѣ составляющія Ж и 0} 1. 
Это построение удобнѣе дѣдать на многоугольникѣ сил* 
|фиг. 53 J, для чего ивъ полюса 0 проводим* О С0 па
раллельно сѣчѳнію УКЦУП*2.и и з * конца (Л,^ соотвѣтстввн -
кой силы опускаем* перпендикуляр* на направленіе 

0с„ . тогда Cii^jf^ = Ц , C&Ld-Q • Зная величи
ну и точку прилокѳнія нормальной силы jf о нетрудно да-
лъе опредѣ^ить величину изгибающего момента JVt- • Д-ЕЯ 
равсматривааиаго сѣчѳнія Иг,^^ |фиг. 541 величина ив -
гибающаго момента ^Т^- Coi оЦ • СС, - Jf^ С. » 
Повѣрка же прочности произвольная волокна в* раэсто -
яніи 2? or* нейтральной оси площади, сѣчѳнія | \ 
производится по ИЭЕѢСТНОЙ формулѣ: 

гдѣ: CJ - площадь, a - момент* .инерціи раэсматри -
ваемаго сѣчѳнія, jYzfjÇ^dfzdfs-j/^.CCi- ^R,N— 

допускаемое прочное сопротивленіе. Величины и*^мѣ-
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няются с* иэмѣненіемъ положен!я сѣченія, следователь
но, повѣрку необходимо произвести дли сѣченія, гдѣ 
Формула f ~~— -±: - - — ^ ) дает» максимальный вначе 
нія. Раэсматризая же криі^) давлен£я и многоугольник» 
силъ, мы гидимъ, что равксдейств. /и будут* наибодь 
ШИМИ у опоръ, следовательно и составляющая ихъ Ж въ 
этомъ мѣсте также наиболыпія» точка приложения j { со -
впадаѳтъ съ цѳнтромъ тяжести опорнаго сѣченія, следо
вательно происходит» равномерное езсатіѳ и повѣрка проч 
ности поэтому производится пс формуле 
По мере же удалѳнія отъ опоръ,'соответственный разно -
действующія '"К, будутъ уменьшаться, но зато оне более 
или менее удаляются отъ оси, производя неравномерное 
сжатіе, т.е. давая добавочный изгибающій моментъ 

ѴДІ=\Л*'С, причѳмъ наибольшее напряжение можетъ превы
шать то, которое получается для опорнаго сеченія. Со
образно съ этимъ, определяя сеченіе арки, обыкновенно 
сначала разсчитываютъ его у опоръ по формуле 7— и Заму* 
темъ повѣряютъ достаточность принятой площади 6j для 
самаго невыгоднаго сеченія,. т,е. там*4 где кривая дав
леная дальше всего отстситъ отъ оси арки, иными ело -
вами, гдѣ наибольшей изгибающій моментъ сМ- „ 

29j КРИВАЯ ОПОРНКХЪ ДАВЛЕНІЙ. Раэскотрим» арку 
щЯЬІЪ под» действіемъ сосредоточеннаго груза £Р , 
прилолсекнаго въ тсчхѣ ö , в» раэстояніи СЭ - £ от* 
начала координат* Q |фиг» 55 
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Пусть JîoC, и ßjC направления рѳакцій опор* двух 
шарнирной арки; для равновѣсія системы иэвѣстно, что 
эти рѳакціи должны пересѣкаться с* грузом* в* одной 
точкѣ б . Если и Д и , — Л- и 1І*У = ='ТЬ - вертикальный 
составляющія реакцій опор*, а dQ.^ н С2./3 • гори-
зонтальныя составляются, то 

Л и , «1.0 П. » J)-^V) a - f i 

Величины вертикальн. реакцій легко построить графически 
пользуясь только что указанное пропорциональностью, а 
именно: отложим* |фиг. 551 0?)̂  =г 02) = С и *Э( 

— J?Î3 • в ъ точкѣ 2 возставим* перпендикуляр» К'У" и 
Фиг. 55. 

примем* ; прямая (соединяющая точки 
, и *f£ | отсѣчет* на вертикалях*, проходящих* чѳ -

рѳз* опоры, величин* sfifâ =гД и Дѣй 
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ствитѳльно: Д f £ ? еуэ _ѴЗ>, У ß ^ Л J © , К\ следователь 
но 

Зная величины вертикальных* рѳакдій 
и опредѣлив* распор* » легко постро

ить направленіе рѳакцій опор* J\oC{ и ТЬоС |на оонова-
н1и параллѳлограм* сил* a слѣ-
довательно и найти пересѣчѳніе их* с* силой в* точ-
кѣ 6 . Передвинем* теперь груз* в* положѳніе ^ , 
тогда, на основаніи приведенных* соображеній, найдем* 
новую точку ^ , пѳресѣчѳкія реакцій опор* с* направ-
деніѳм* груза |фиг, 55J. Передвигая подобным* образом* 
груз* по всему пролету арки и находя каждый раз* 
точку пѳрѳсѣчѳнія Q - мы в* концѣ получим* гѳомѳтри -
ческое мѣсто точек* пересѣченія опорных* ре
акций с* направленаем* груза. Подобное геометрическое 
мѣсто точек*, соединенное - плавной линіей, носит* на
звание диніи опорных* давлѳній. Свойстве этой линіи та
ково, что при каждом* положѳніи груза ̂  можно сейчас* 
же опрѳдѣлить величину и направленіе равнодѣйствуюцйх* 
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реакцій опор», a затем* и их* составлягощій и 
f£ ; для этого нужно будет* только точку пересечения 
^ - груза ^ с* линіей опорных» давленій - соѳди -

кить оъ центрами опор» Л и (Ь и разложить силу по 
направленію ; полученныя же величины в» 
свою очередь разложить на вертикальный и горизонталь -
ныя составляющая, т.е. произвести обратное тому, что 
дѣяалось для нахождения точек» линіи опорных»'давле -
ній* Пользованіе линіей опорных» давленій во многих» 
случаях» значительно упрошает» и сокращает* р.- эсчет*в 

а потому ниже приведены аналитическіе выводы харак -
тера и положения этих* линій для наиболѣе типичных* 
случаев* двухшарнирных* арок* в* примѣненіи их* к* гра 
жданским* сооружениям*. 

30I ЛИНІИ ОПОРНЫХЪ ДАВЛЕНІЙ ШІОСКИХЪ И ПОВЫШЕН-
НЫХЬ ДВУХШАРКИРННХЪ АРОКЪ. Пусть на плоскую двухшар -
кирную арку Л С Г2) |фиг. 56 | дѣйствуеѵ* груз* , в* 

Фиг. 56 разстояніи ht и И~ отъ 
опоръ. Пролѳтъ арки 
подъемъ — . Распор-ъ 
арки отъ сосредоточен -
наго груза опрѳдѣлится 
по уравненіямъ |б0|и|59| 



обозначим* 

Вертикальное сопротивление опоры =- ^ f 

Для иэслѣдованія диніи опорных*, давленій Ö И 
обовначимъ координаты ея точки 0 (первсѣченія с* гру
зом* fj* I червs* to. и £ |фиг. 56 I, тогда из* подобія тре
угольников* имѣем*: 

Статика сооружений. Проф. П.И. Дмитріев*. 
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Так* как* % не эависит* отъ ftt, то линія опор -
ЕЫХЪ давлѳній Üi %( будетъ прямою линіей, проведен
ной на высот* ^ ê (.'I ) п с д ъ Х°РА° Ю ДУ " 
гк, причем*, для очень малой величины 

высоту можно принять приблизитолн о равно ;: 

z-4~& — 1 7 1 1 

Если бы арка была повышенная, то, обозначая, при 
произвольной абсциссѣ Yd ординату линіи опорных* дав -
лѳній через* % |фиг. 48 |, получим*, как* и при пло -
ских* арках*, 

JJ ~ ѴУЪ , гдѣ j£ выраженное з* 
ru 

функціи угла при центр*, определится уравнением* |бі| 
Подставляя значекія J r и Ил-, выраженный также в* угло
вых* функціях*, получим* уравкекіе линіи опорных* дав* 
лѳній. Эта линія представляет* собою, слабо изогну ™ 
тую, кривую, кривизна которой уменьшается с* возраста
нием* угла üL . Для полуциркульной арки получается уже 
прямая линія опорных* давлѳній. 
Действительно, при ОІ — —7p - распер* арки от* со -
средоточѳкн.агс груза , выражается уравненіѳм* ',621 
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Слѣдов&тельно при полуциркульной аркѣ линія опорных» 
давленій для сосредоточенна™ груза - прямая, отстоя ~ 
щая отъ хорды арки вз, разстояніи I,57ïr. 

31 I НЕВЫГОДНЪЙШЕЕ НАГРУЖЕНІЙ. Из» тѳоріи кѳравно-
Фиг. 57. мѣрнаго сжатія ко

ротких» брусьев* 
иэвѣстно, что, ес
ли J-fb I фиг.57 i 
представляет» про
екта) сеченія те -
ла, гіодверженнаго 
сжимающему усиліюоД 
силы ^ , распо -
ложенной в* раз -

стояніи Ж- от* оси, то, по мере воэре.стакія X , т.е. 
с* удалением» силы ^ от* оси, все больше увеличивает
ся сжимающее усиліе в» крайних* волокнах* Т5 , но вме
сте с* тем* оно уменьшается в* волокнах* : поэтому 
удалѳніе точки прилсженія силы от* центра сечѳкія со
провождается убываніем* сжимающаго напряжекія в* про -
тивоположных* волокнах», которое, достигнув» нуля, при 
дальнейшем* пѳрѳдвижѳніи S* может* сделаться отрица -
тельным*, т.е. перейти в» ?ытягиваніе. Точки | et и ©1'|, 
в* которых* приложенная сила произведет* ъі крайних* 
волокнах» напряжен!а равное кулю, принадлежат* край -
ним» точкам» ядра сечѳнія рабочей площади. Для прямо-
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угольника, как* кзвѣстко,çt кСІ отстоят* в* разстояніи 
Iвысоты сѣчѳнія| от* центра тяжести, для других* 

сѣчѳній нахождение ядер* сѣчѳнія извѣстно также из* 
курса сопротивления натѳріалов*. Если для какдаго сѣ-
ченія арки будем* знать ядро сѣчѳнія, a. следовательно 
и крайнія его точки 0Іи ci, то, соединяя ихъ плавной 
кривой, по всему протяжѳнію оси арки; получим* двѣ 
крайних* линіи ядер*: верхнюю и нижнюю, считая от* срѳ 
динной оси арки. Далѣѳ, если на сѣчѳніе dfö , дѣй -
ствует* нагрузка & ß Iфиг. 58|, то для того, чтобы по -

Фиг. 58. лучить самое на -
ибольшѳѳ сжатіѳ 
в* крайних* волок
нах* |і , надо 
следовательно снять 
нагрузку I (к? С I , 
лежащую по лѣвую 
сторону крайней 

точки ядра сѣченія cL , ибо послѣдняя, производя вытя-
гиваніѳ противоположных* волокон* , будет* уменьшать 
ихъ сжатіѳ, происходящее от* нагрузки се . Для самого 
же большого сжатія лѣвых* волокон* надо снять на -
грузку ^ & , оставляя (Х^ . 

Примѣним* теперь только что сказанное, совмѣстно 
сѵлиніѳй опорных* давлѳній, для отысканія нѳвыгоднѣй-
шаго нагружѳнія двухшарнирных* арок* в* отношеніи мак-
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скыальнаго сжатія или вытягиванія в* произвольной* се
чена* Положим*, что имѣѳм* двухшарнирную арку, сре
динная ось которой , линіи ядер* — 
и линія опорных* давлѳній tl/U-Іфиг. 59 | „ Возьмем* про » 
извольное сѣченіе арки оі- и проведем* линіи 

Фиг. о9. 

соединяющія центры опор* шарниров* Л и ß с* крайней 
точкой ядра сѣчѳнія | |• до встрѣчи с* линіей опор -
ных* давленій в* точках* ^ и ОС. Пусть подвижной груз* 
$ приложен* в* точкѣ <5 , то рѳакціи опор* W, и ѴѴ^ 
найдутся по величинѢ и направленію, если соединить точ-
ку \у Іпѳрѳсѣченія силы ^ с* линіей опорных* давленій| 
съ центрами шарнире^* «ИНІРМИ И pu В Л О Ж И Т I 
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силу на эти направления. Тогда равнодействующая внеш
них* сил* левой части арки относительно даннаго сече -
нія ou представляются реакціей опоры Л т.е.ѴЦ ; 
она составляет* с* прямой угол* . меньшік 
угла |3«Л . Поэтому точка пѳресеченія равкодейству -
ющих* внешних* сил* левой части арки с» сечѳніем* i$t^ 

будет* лежать ниже точки (h ядра. Следовательно верх -
нее волокно будет* растянуто от* дѣйствія каждаго гру
за, приложеннаго справа точки {Ъ . Точно также каждо
му грузу 9* І приложенному слева точки OL T соответству
ет* равнодействующая вкѣщних* сил* правой части арки, 
представляемая реакціей опоры ß ; ея направлен!а бу -
дет* составлять с* Л(Ь угол*, меньшій угла осТЪЛ , и 
потому пересечение реакціи опоры ТЬ с* сѣченіеи* j t 

даст* точку, также ниже точки ut ядра. Следовательно» 
верхнее волокно сѣчекія $£ будетъ растянуто дѣйствіэм» 
груза, приложеннаго слѣва точки оС . 

Когда же груз* J Приложен* где нибудь между точ
ками и (h , справа или слѣва сѣченія o*f, то рав -
кодействующая внешних* сил* левой или правой части ар
ки, представляемая реакціей левой или правой опоры,, бу
дет* пересекать сеченіе •§ t" выше точки ядра, слѣдо -
вателько, при этом* верхнее ѳолскко будет* всегда сжа
то. 

Таким* образом* загружен)о сродней части ерки, меж
ду точками оС и |э будет* уменьшать ен кривизну при до-
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формаціи и йудѳтъ вызывать наибольшее сжимающее напря-
женіе в* вѳрхнемъ волокнѣ, a загруженіѳ боковых*.частей 
|фиг. 60I арки будет* увеличивать кривизну средней ча
сти арки и потому будетъ вызывать наибольшее растяги -
вающеѳ напряженіѳ вѳрхняго волокна. Положѳніям* груза 
в* точках* оС и |3 соотвѣтствуѳтъ напряжѳніе верхняго 
волокна, равное нулю. Подобным* же образом*, проведя ли-
ніи J ) и ТІоі. через* точку çi ядра, докажем*, что поло
жению груза между точками çC и |̂  соотвѣтствуѳт* рас -
тяженіе нижняго.волонна, a нагрузкѣ боковых* частей слѣ-
ва точки , или справа точки |5 сортвѣтствуѳт* ежа -
тіе этого волонна. Когда одна из* точек* ОС или jfl полу
чается внѣ пролета арки, то арка в* отношѳніи нагрузки 
раэдѣляется на двѣ части: одной соотвѣтствует* сжима -
юпгее напряжение, а другой - растягивающее. 

32 I СРАВНЕНІК ШІОСКЙХЪ ДВУШАРНИРНШЪ АРОКЪ СЪ ВАЛ
КАМИ. Возьмем* плоскую арку с* параболической осью или 
с* осью, близкой к* параболѣ, и равномѣрно нагруженной 

Фиг. 60 о 
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по горизонтальной ѳя проѳкціи р килогр. или пудов* "на 
I ѳд. длины пролета. Тогда, согласно уравнѳнію |47| и 
§ 20 равнодѣйствующій момент* в* наной либо точк* 
|фиг. 601, опредѣлѳнной координатами ùL- и ̂  , равен*: 

Лі = Ж,—f^jj, причем* 

|смотри урав. 561. Подставляя значѳніе Jit и fC в* урав-
неніе для момента „Д£ получаем*: 

Этот* момент*, слѣдоватѳльно, пропорціоналѳн* op-
динатѣ JjJ равсматриваемой точки : он* равен* нулю в * 

пятах*, и максимум* по отношѳнію вершины арки Q, , гдѣ 
величина его равна: 

. . . . . . | 7 4 | 
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В* прямой балке со свободными концами наибольшей 
изгибаюшій момент* в* срѳдинѣ балки и равен* J\l^~ -^-

I отнесенный к* полупролету 
Таким* образом* иэгибаюгаій момент* оД^^в* арках* 

будет* больше или меньше, чѣм» таковой же для пря -
мыхъ балок*, в* зависимости от* эначенія [*j — )С ) • За 
исключением*- очень пологих* арок*, для которых* отноше-
ніе —=Ѵ вообще очень велико, т.е. который имѣют* 

Or 
большую высоту поперѳчнаго сѣчѳйія по ср&внѳнію с* ripô-
летом*, обыкновенно \С Превышает* -д- = 0} J S . В* боль
шинстве же случаев* £ даже больше О, і так* что 

— )С J меньше 0,̂ 0 и, следовательно,.иэгибающій мо
мент* значительно меньше vfyt^ * изгибающаго мо -
мекта прямой балки того же пролета. Для арок* средней 
пологости, у которых* отношение стрелы подъема к* про -
лету равно -fr или , эначѳніѳ ——s- имеет* свою 

i о (Хг 

обыкновенную величину ст* OjOOO^n до (3,001 ; в* 
атом* случае >С отличается от* единицы на 0 30&нли на 
0,0 Ъ , следовательно, наибольшей изгибагощій момент* 
Jl^g имъѳт* величину 

0 , 0 8 - ^ или 0,0 3 - ^ , 

т.е. не более »* среднем* одной сороковой 
о 

Что же к-аскѳтоя зависимости, могущей сушествов«ть 
между поперечными сеченіями в» аркѣ к балке, то тако -
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вая не может* быть сведена к* подобному отношенію.как* 
для изгибающих* моментов*: матеріал* арки должен* сопро
тивляться, кромѣ дѣйствія изгибающаго момента, еще дѣй-
ствію продольного сжатія, котораго не существует* в* 
прямых* балках*. Дѣйствіе нродольнаго сжатія обратно 
действующему моменту: минимум* ъъ вершинѣ арки, гдѣ оно 
имѣѳт* величину распора Ю и максимум* в* 
опорах*. 

Чтобы получить величину продольнаго сжатія в* про
извольном* сѣченіи St- , необходимо, как* иэвѣстно, |фиг. 
611 построить кривую давлѳнія Л^о^Ь для даннаго слу -
чая, тогда точка | W| -. пересѣченія St"c* кривой давле-
нія - будет* точкой приложенія искомой равнодействующей 

Фиг. 61. 
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оно пропорціонально ординатам* срединной оси арки и 
отношѳнію — — " ~ - — - которое, как* мы только 
что нашли, очень мало. Кривая давлѳнія въ плоских* ар
ках* таким* образом* очень мало отстоит* от* срединной 
оси и для приближенных* практических* подсчетов* мок -
но допустить, что эти двѣ кривыя совпадают*о В* этом* 
случаѣ равнодѣйствующая продольна.го сжатія для любой 
точки ѴП- - сѣчекія St определится легко, если, прове
дя касательную Иаиг-, в* этой точкѣ, взять на ней ве -
личину УуіЩ, проекція которой Игщ^на горизонтальную 
ось равна распору |£ — - . Пусть угол*, состав-
дяемый касательной УКЫ^ о* горизонтальной осью или по-

продольнаго сжатія для сѣчѳнія *$t< , направлѳніе ѳя со
впадает* с* касательной А/1, к* кривей давлѳнія «У?С в 13 
в* точкѣ YV ; величина же ея определится из* многоуголь
ника сил*, служащего для построекія кривой давленія 
|см. § 28 I . Кривую давлэнія легко построить. Тогда,ка.к* 
извѣстно, вертикальное раэстояніе этой кривой o r t сре-
динной оси арки, умноженное на величину раслора ^ t g g / 

дает* величину изгибающего момента (̂ ) •» С ] % 
для точки Ѵѵѵс* координатой ^ |см» § 281. Слѣдовательно 
вертикальное разстояніе равно: 
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перечным* сѣченіѳмъ j f " с* вертикаль» будѳтъ угол* Ѳ . 

тогда тпъг — ууѵтл С$_ Ѳ или " f t = Jf С&Ь Ѳ 

откуда J f - — — =_ /С 
Cw@ 2 fee**© 

У опор* уголъ Ѳ наибелыаій, также как* к «У, Для пара
болической арки въ этих* точках* І~| Ѳ ~ *̂** 

33I ГРАФИЧЕСКИ* МЕТОДЪ. Въ § 18 мы нашли ниже~дѣ-
дующую зависимость между распором* ft к моментом* Jtùf. 

(вертикальных* сил*, дѣйствующмхъ на арку от* точки 
до одной из* опор*, включая и вертикальную составляю -
щую это? опорной реакцін|, выраженную уравнением* 

Пренебрегая вдіяйіек* нормальной силы }f по сравненію 
с* дѣйетвіем* ивгибавшаго мокеата, получим*: 
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76| 

Приложим* выведенное уравнѳніе |76|к* опрѳдѣлѳнію 
распора f-f , произведенная сосредоточенным* вертикаль-
ным* rpysoM* |фнг. 62I, расположенным* на аркѣ в* 
горизонтальном* разстояніи 
— УГІCl ФгдѣО?есть пролет* арки Д-Ѵ) . Тогда вертикаль-

Фиг. 62. нын рѳакціи рав-
s l . 

тЪграл* уравнѳ-
яія |7бI, а имен
но ^ 

может* быть раэ-
сматриваем*,. как* сумма двух* других* интегралов*: пер-
вый от* опоры J\- до силы , т. ѳ. в* прѳдѣлах* от* О 
до УЛ, ; второе от* силы S? до другой опоры ТЬ , т (ѳ. в* 
предѣлах* от* Jn а до о £ , гдѣ <>С - длина срединной оси 
арки. Такими образом* получаекъ: 

\?7\ 
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Для первой части |отъ О до,"п&| момѳкт*і/ІД для произ

вольной точки | І І с» координатами |о£- — ^ | имѣет» зна

ч е н а : ; для второй части |от»|1гй.до 

Л I момент»уМ-\ имѣет» значен і е для произвольной точки 

| 2 | ; Д -=г Ѵ п ^ - 9 ( Х > - И Ѵ Я . ) = 

.А" 

гдѣ 0un = • C L — X . Тогда уравнен i s |77{ примет» вид» 

a ураьнѳніе J76J, ЙЫНОСЯ И Э * ПО Д * интеграле постоянныя 

величины» првоора.зуется въ у р а ^ к е г а е 

78 I 

Пусть арка перемѣннаго сѣченія» тогда и <jj перемѣнная вѳ 
личина. Если бы £j было постоянно, то его кожко било бы 
вынести иэ* под* знака интеграла. Цѣль графическаго ме
тода, о котором* идет» рѣчь, заключается в* том*, что
бы построить при помоши данных* задачи коэффициенты у 

и ^ выразив* величины их* въ вмдѣ прямых* отре
зков»; тогда искомая величина распора^ определится 
как* четвертая пропорціскальная. Для этого *з» уравнѳ-
ніи 78 в» интегралах*, т.е. в» суммах» бѳэконечно ма -
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лыхъ величин* подставляют* суммы с* конечными величи • 
нами, которыя вычисляют*, раздѣляя длину оси арки на 
отдѣльные элементы Л •$ |лист* I чѳр. і|, довольно ма -
лыя для того, чтобы на протяженіи каждаго из* них* |а 
именно: 0 " Н , 2. — * ! > , • • • • • • • ! величины мо
ментов* инерціи поперечных* сѣчѳній можно было раэ-
сматривать как* постоякныя. Тогда имѣѳмъ уравненіе: 

Положим* ~=A6"î Д. 6" будут* величинами данными 
по длинѣ Д. & и вѳличинѣ момента инерціи 3 I средней 
личиной для каждаго из* этих* элементов*|. Раэсмотрим* 
Д о =• ? гі как* силы, направленный горизонтально с» а 
|чер. і| и приложенный в* срединных* точках* каждаго 
элемента Д «S с Центр* тяжести этих* параллельных* 
силъ, который мы можем* опрѳдѣлить легко посредством* 
веревочна^о многоугольника, будет* таков*4 что, если 
Jjfr есть раэстоякіе его от* оси Х( J}ß ) и С сумма 
всъхъ элементов*, то 

І80 

Напримѣр*, если мы разбили арку на черт» I на пять эле-



центов* A i -H, ^ - 3 , 5 ^ 4 , 4-5") , сре
дины которых* находятся в* точках* £' * 3' і4- , 5'^ 

и провали через* них* 'горизонтальныя Лхніи, разсматри -
ваѳмыя как* линіи дѣйствія сил*, то величины силъ А б" 

для каждаго^иэъ этих* элементов* определятся вычисле -
ніем* величин* (~фтг) — А 6" . Возьмем* въ сторонѣ |чѳр., 
3| горизонтальную прямую СХ-ѵо и отложим* на ней в* по -
слѣдовательном* порядку еіѵ-чииівняня' величины Д6" каж-
даго элемента [сы/иь,ѴАЛѴгІЬр - • . • |, тогда Cue *= 

— б^—^А6~- Возставинъ .'оя̂ рь орединѣ Ckè перпенди
куляр*, и возьмѳмъ на ней* псгюсъ О в* разе тонн іи 
если теперь сооттиѣтоггс ѵо .ч^с^оуголькину сил* с* полю
сом* 0 [черт. 3| построить на черт. 2 веревочный мно
гоугольник* СЦ 0^,£ ;/ц ,С т о на продолжѳніи крайних* 
сторон* его \0/JCf viktit\ получимъ точку , лежащую на 
равнодѣйствующѳй параллельных* силъ Д(Г и отстоящую 
от* оси в* разстояніи ö 3 , причем*: 

Статике coopyaceHJ.(*f. П р о ф . ?ЬИ Д м н т ф т & й £ 

Для доказательства этого сначала замѣтимъ, что, аеякчмы. 
проведем* двѣ какія нибудь стороны вѳревочнаго м н о г о -

угольника, напримѣр*, С, об, и Ô, до пересѣчѳнія с* го
ризонталью (L,VJ| в 1 точках* №Ц и « т о 
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Следовательно отрѣзки о.и'Ц, иг,и>, . p, • • • • по
ручаемые пѳрѳсѣчѳніам* соответственных* сторон* вера -
зочнаго многоугольника на горизонтали ù*$\ можно раз 
сматривать как* силы, равный каждая "TTg=" • а в с ю ѳ е 

личину (ЗЦ &, , как* сумму таковых*, т.о. 

требовалось доказать„ . 
Раэсмотрим* теперь величины —тс— как* новыя 

©илы, приложенный горизонтально по тому are направленію 
действія, как* и- первыя силы А б ^ по величине же равныя 
последовательно отрезкам* СЦИ'Ц, ИКЦКЦ, . . . . . êv . 
Сумма их*, как* только что было доказано, равна é< e^3 
примем* точку за полюс* и соответственно новому мно
гоугольнику сил* . . . (̂ , с* полюсом* g по -
строим* второй веревочный многоугольник* |чер. A\Qi^t^cL^ 

' • • ^ 2 ^2, ' т о г л - а рв.встояніѳ^Т"' точки пе-пѳ-

Тепѳрь,из* подобія треугольников* GsO&x О^ле. имѣѳмг 



рѳсѣчйнія крайних* сторонъ (Л^ и tig ß>g второго веревоч-
наго многоугольника » от* горизонтали Jrî5 будет* имѣть 
выражѳніе 

Раэдѣлим* обѣ части равенства уравненія |79| на » 
тогда получим*: 

х| Доказательство подобному предыдущему основано 
на подобім треугольников*, 

Обозначив* через* ординату и предѣлы суммы— 
»-о'бшим* обоэначеніемг-от* О &оЛ, получаем*: 

Принимая во вниманіе уравнения 80 и 81, выраженіѳ 
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Нам* остается теперь построить величину вырѳ,женія между 
скобками з% уравнѳніи 83» Для этой цѣлк раэсмотрим* ко» 
личества - |j=— t величины которых* выражаются отрѣэ -
нами CL, Ht, , ftlf'ttfi » » Ч / ( . как» вертикальный си
лы, приложенный з* срединах* дѣлѳній арки, т.е. в* точ
ках* і\ %Х$ . . 5~' . Построим* теперь веревочный 
многоугольник* Й,' С£^€. (г^ этих* сил» |чѳрт. і| посрѳд -
ством» многоугольника снл»а/,^ |чѳрт. ö|, который 
есть прежній ,Ічѳрт. 2J, но только повернутый на 90°.Срав 
нѳніе каких* нибудь двух» подобных» треугольников», на -
примѣр* % S c L и tftjh, Iчерт. I , б и 5 I дает»: 

га _ dél _ _ х 

гдѣ Х - раэстоян.іе точки 2* до лѣвой опоры, откуда слѣ -
дует*: 

— — т,,»г =• =- — • ; точно также дока* 
% № № 

жѳм», напримъръ, что о I - — ' ~ — |иэ* подобія тре-

угольников* A £ S 11 и fy^tfi I , гдѣ равстояніе до 
правой опоры точки | 3' |. Таким* образом* стороны ве-
ревочнаго многоугольника,продолэдэнныя до пересѣченія с* 
вертикалями опор», отсѣкаютъ на этих* вертикалях* от -
рѣэки ^ t , S X „ . . . пропорціон? ьныя величинам* 
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Отыщем* теперь эначеніе ординаты \іM вѳрѳвочнаго 
многоугольника, соответствующей точкѣ приложѳнія силы 
ф' *? Из* чертежей I и 6 усматриваем*, что H* К ^ S od -*-

-V К̂, К. — $ & j ; но из* подобія соотвѣтственных* трѳ -
угольников* имѣѳм*: 

между взятыми границами, тан* - для протяжения І2 « 3 

• Сумма подобных* отрѣэковъ» взятая напримѣръ, по верти 
калямъ между ОІ и S или между <5 и ê даст* искомую сумму 
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следовательно 

• | 8 4 | 

Итак* ордината Kl К, верѳ в очна? о многоугольника иэ-
мѣряет* собою величину коэффициента силы *сГ в* уравнѳ-
ніи і83 J - Обозначим* значеніе этого коэффициента К,1 ЬС 
через* ІХ^, т.е. К ^ - М х , тогда уравнѳніе 83 примет* 
вид*: 

Значѳніе может* быть определено как* четвертая про-
порціопальная между отрѣэками: Ѵ% и ^ или зычисое-
ніем*. 

Зная ве^ину распора f { . вертикальны* сосавля-
ющія опорных* сопротивлений J f ^ r n ' J f j f ß — теперь 
легко определить величину и направлѳніе опорных* реак-
цій, яетврыя есть ничто иное как* равнодействующая силъ 

Так*, для левой опоры име -
ем* величину к направление опорной рѳакціи | СИ/С из* 

Фиг. 63. треугольника сил* 'фиг. 63 | fî. & С, 

Пусть 0С - угол* составляемой на 
лравлѳніем* опорной реакции с* 
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горизонталью, тогда 

Следовательно направленіе опорнаго еолрогявленія можно 

построить еще по. Uj.cC t если величину ' \ удаст

ся выразить графически помошью отрѣэка, Возьмем* ЗѴІ 

rö ка чѳр.9, Лист* Ï величину горизонтальной лмніи CUfeô0; 
равной пролету арки и на вертикали оь отломим* отрѣ-
эок* О0&0 -= Vi \ если соединить теперь точки С0 к Ь„: 
прямой и взять по вертикали груза У отрѣэок* W>xWif.l з а 

ключенный между прямыми си 0е 0и С в , то величина 

fb,y^,= ^доказательство простое из* подоб ія треуголь 

ников* &0 & 0 и И., евпг, J . ймѣя теперь под* аркой толь

ко что построенный веревочный многоугольник* dtcLi \ш\ 
|на черт- 8| — оі 6 , ординаты нотораго И/Пг-иди ( М р а з -

ны искомым* коэффициентам* ХІ^юж іС^ , легко постро

ить направленіѳ опорных* сопротиэлвній для любого со -

срѳдоточеннаго груза^З} или 9 ^ |черт , 7 | , дѣиствующаі 
_ CT* ' го на арку. Так* для груза , проводя вертикаль до 

пересѣченія с* веревочным* многоугольник оггъ и треуголь

ник омъ û - B G o ê e » имѣѳмъ: "Ц/j/ - VI \*л> ̂  иг-1^̂ . = VtjWv, г сле
довательно 

http://Uj.cC


-ОТ* точки 
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Л |чѳрт. 7 | величину âA = um- и, по перпен
дикуляру къ Jet. величину (À/l - n,rru ( и проводя прямую 
Ле , - получимъ направленіе лѣвой опорной реакціиепе
ресекающей направленіе дѣйствія силы J въ точкѣ Л .. Со 
единяя точку Jilt съ правой опорой ѴЬ , получимъ направ, -
лѳніе правой опорной рѳакціи. Точки М:- принадлѳжатъ 
кривой опорных* давлѳній. Точно также можно найти и точ" 
ку Ж-л для груза причѳмъ ЯЛ - n i mi , _ c№ -гіг-^т^ • 
точка Jiti принадлежитъ той же линіи опсрныхъ давлѳній.Та-
кимъ обраэомъ графически, по точкаиъ Ж,М> 
можно построить для различнаго случая загружѳнія кривую 
опорныхъ ,давленій, "и следовательно и решить вопрос* о 
невыгоднейшем* нагружѳніи арки |см. § 31|. 

34 ! П р и м е р * : Данъ двухшарнирный деревянный 
кривой .брус* съ - осью по дуге круга прямоугольнаго сечѳ-
нія, пролетом* (ï-f» сажень, подъемом* в* стрелке ê = & 
сажени. На брус* действуют* сосредоточенные грузы^,-4о; 

• ПД* и^=г_"о пд, в* раэстояніи от* левой опоры 
1,25 сж., 2,75 сж и последній от* правой опоры в* раз-
стояніи 1,5 сж. Брус* должен* быть постояннаго сече -
нія. Определить распор* и размеры кривого бруса. 

Так* как* брус* однороднаго матеріала и постоянна
го сечѳнія,- то величины 8 и % постоянный; следователь
но, оне могут* быть вынесены из* под* знака интеграла 
в* уравнениях* 78 или 79 и, по сокращѳніи. обеих* частей 
равенства, пропадут*; Таким* образом* для даннаго при -
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мѣра имеем*, что Дб"=Д^. Вычерчиваем* в* принятом* мае 
юта бе ось брус*. |чѳр.-І ?ист* ТІ |к разделяем* еѳ на 7 рав
ных* частой: |0 - і|, |і - 2 |,::-• |2 - 3 |. . . |б - 7| .ко
торый и принимаем* эа силы Л S — A 5". Соответственно 
этим* силам*!чер- 2 и 3| выстраиваем* многоугольник* сил* 
|чѳрт. 2|с* полюсным* разстояніем*, равным* 6"=^Д6~" 
и веревочный многоугольник* сц 0>л çL{ j-x |'чѳрт„ 3|, при -
чем* Олгь= rruv^rbft=. . c = t U = [о - - 2]?= [ 2 - З ] ^ 
= . . . 6— 7] и а, С, парал.СѵО ; о,с£,= пг0 и т а к ъ 

далее. Величина-|чѳрт. 3|, взятая по масштабу, опре
делит* значеніе . Далее на черт. 3 продолжаем* сто
роны вѳрѳвочнаго многоугольника до пѳрѳсечѳнія с* гори
зонталью &, &4 и отрезки ѴН, „ J^,^j , KV,р; . . . 

&j , отсѣкаѳмыѳ соответственными сторонами, прини -
маем* за силы, а точку g за полюс* и строим* второй ве
ревочный многоугольник* Ос(Лг Cz/4 ^ |чѳрт. 4 ] , причем* 
Û^CjJluwj ; CÄct^11hi,j и т.д. ^ f e j l j j t . ВеличинаТ^,., 
взятая по масштабу, определяет* значѳніѳ , т.е. 
* Т ^ - ^ о0 сж. (точка j j f , есть пѳрѳсечѳніѳ 
крайних* сторон* вѳрѳвочнаго многоугольника: С 2 и 
Ъи^ &г I. Для окончательная решѳнія вопроса о вели -
чине распора |см. уравнѳніе 85] необходимо еще знать 
величины ординат* 16̂ » для чего требуется построить тре
тей веревочный многоугольник* |чѳр. б| U/ßd. . . .И 
по многоугольнику сил* (jOjf*^. . . êt |чер. 5|, который 
есть ничто иное, как* многоугольник* сил* с* полюсом* ' 
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I черт о з|, но только повернутый на угол* $0 - Постро
ив* веревочный многоугольник* сил* a*cda . ê , при
чем* а!> & \\ ; С (£ 11 №,, и т.д., и продолжив* верти
кальное направленіе сил* до перѳсѣчѳнія со сторонами 
этого многоугольника, получаем*: ѴС( KJ = Uic — 0, «Г2с.; 

Величина распора при дѣйствіи одного сосрѳдоточѳннаго 
груза опрѳдѣляѳтся уравнѳніѳмъ 85: fC =—Щ]Г̂ — î 
общій же распор* от* нѣсколькихъ сосредоточенных* гру
зов* опрѳдѣлится, как* сумма распоров* от* каждаго гру-
за, т.е. 

или 

86 

Подставляя найдѳнныя эначенія в* уравненіи д>6\^ = \\о 

30 ï 9а - 5"0 , получаем*: 
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Для построения кривой давленія, кромѣ величины рас 
пора \Ь0 который, как* известно, играет* роль горизон -
тальных* составляющих* опорных* сопротивленій, необходи
мо еще знать величины вертикальных* составляющих* Л~ и 
(о Послѣдніе, как* известно, определяются для арки 

таиъ see, как* для бруса пролетом*, равнаго пролету ар
ки» и лѳкащаго на двух* опорах*- Поэтому для величины 
вертикальной составляющей J} левой опорной реакціи полу
чим*, взяв* сумму моментов* всехъ активных* и пассивных* 
сил* около правой опоры 1Ъ ; 

Вертикальное сопротивлеиіе правой слторк̂ В ={5о+30+4о)+ 

•гес;4=- пд.Построим* теперь на чер. 7 лист* I I мно 
гоугольнинъ внешних**, сил* о . причем* 
R9) . 9)8— 9 ^ . , <£5 = 73 и ^# f воэстановим* 
перпендикуляр* S ü и возьмем* 0 t S — 1*£0 . Точку QA 

примем* за полюс* и соответственно лучам* (9,6, и 
(5,6> многоугольника сил* jчер.7 |лист* I I построммъ es чер.8 
веревочный многоугольник* Л СУМ)^\7Ь который и будет* 
кривой давлэнія для даннаго случая эагруженія. 

Для определѳнія площади сечѳнія CJ. деревяннаго кри
вого бруса, начнем* с* опор*, положим* с* J) , где ежа-
T i e , производимое продольной силой jf , равномерное,по
этому можем* пользоваться формулой : -~ ^ * ] ^ ГД* 
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прс7ЧНоѳ сопротивлѳніе сжатію - для дерева примѳмъ<7^=^^' 
гтуда на I кв. дм. Величина усидія Jf определяется или 
масштабу сил» на черт. 7, причем» 0<С — , или ана -
литичѳски: 

Тогда: 

" ^ Г ~ 'fo ̂ 'j? — 24- пуд. или ~ 3jê кв. дм. 

Примем* высоту дм. м ширину Gl -= J дм.. Тогда 
=А'^-/о >кз. дм. Повѣрим* теперь, будет* ли удовлетво -
рять принятая площадь опорнаго сѣченія для. самаго не -
выгодно напряженнаго сѣчѳнія бруса. Это сѣчѳніе харак -
териэуется согласно § 28 наибольшей величиной изгиба -
гошаго момента или наибольшие удалѳніѳм* кривой дав-
ленія от* оси бруса. Таким* сѣчѳніем* для раэсметриваѳыа* 
го случая являемся. сѣченів»/іі|чвр .8 лист* I I I.Око опреде
лится, если провести на Іоиъ участкѣ бруса касательную 

параллельно сторокѣ кривой давленія; по
строив* В * ТОЧНЗ нормаль найдем* разстояніе 
силы jf* от* оси бруса, которое обозначали ранѣѳ j § 28j 
через* С- т.е. Повѣрку прочности сѣчѳнія в* 
іАІ произведем* по формулѣ: 

+ 4% < £ г д » j l ^ t , е = 'ІОдн.,У=74^;лг. 

^ І = 3 дм.; CJ = /$ кв. дк.; $ = j£- = AjL 
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Подставляя значѳнія в* выше приведенную формулу,Получимъ: 

/ ? ч 3-е8 -*-425.*пд.> - *"гпд. 

Следовательно площадь сѣченія Cd _д 18 кв.дм. недоста -
точна. Необходимо увеличить ее или за счет* совмѣстнаго 
увеличения высоты и ширины, или только высоты. Оставим* 
ширину ci прежней, равной 3 дм., и обозначим* высоту че 
pes* X • 

Тогда: bj =• ̂  и ̂  t g 3 QJ — ^ и получим*: 

3-х. ^ 

Откуда Х = 9 дм. 
Следовательно площадь Cj =9-3 = 2Jкв. дм. будет* 

достаточна на сопротивление сжатію. 

35I СТРЪЛЬЧАТЫЯ |Г0ТЙЧЕСК1Я| АРКИ СЪ ШАРНИРАМИ ВЪ 
ПЯТАХЬ. 

А| СОСРЕДОТОЧЕННАЯ НАГРУЗКА. 

Раэсматрим* тип* стрельчатой арки, постояннаге се-
чекія в у которой срединная ось составлена из* двух* 
дуг* Л С я C1J |фиг. 641, описанных* радіусеы* Z. , 
равным* пролету арки " £ , из* центров*, совпадающих* с* 
центрами опорных* шарниров* т.е. 15?) ~ J?®, = — t =• 
Предположим*, кроме того, что арки нагружены вертикаль-
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Фиг- 64. 

ными силами О , лежащими в* плоскости оси арки. 
Опрѳдѣлим*, как* иранѣѳ, прежде всего величину 

распора f£ арки. 
Б* виду того, что для стрѣльчатых* арок* можно • 

еще съ большим* правом*, чѣм* для повышенных* арок* 
|§ 29I, пренебречь вліяніем* нормальной силы JV*по срав« 
кекію с* дѣйствіек* изгибагощаго момента, то sa, исходное 
уравненіе для работы деформаціи примем* 

.іб 
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Примем* за коордикат.ныя оси систему осей О Л У\ 
|фиг. 641 начало координат* которых* совпй,даеті с* цен
тром* шарнира і) с При дѣйствіи на арку сосредоточен-
каго груза ̂  , приложеннаго в* точкѣ^о арки в* раз -
стояніи ОІ. от* лѣвой опоры или С от* вертикальной оси 
О С иэгибающій момент* относительно произвольно 

взятой точки <S с* координатами X и ̂  выразится кал* 
«звѣстко из* Предыдущих* параграфов*, величиной 

Подставляя значеніе в* уравкеніе работы дѳфор-
маціи и приравнивая первую производную от* нея по ста -
тически неопредѣлимой силѣ f£ нулю, получим* послѣ всѣх* 
преобразований, |сы= § 21 и § 23|. что 

выражает* собой момент* инѳрціи всей срединной линіи 
арки, относительно ея хорДы о Для 

рѣшенія этого интеграла удобнѣе ввести в* вычисления 
угловыя ф.ункціио 

Обозначим* через* угол* тогда 
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Опрѳдѣлимі теперь эначеніе интеграла. 

Статики сооружений Проф. П.И. Дмитріев? 
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Подставив* въ него эначеніѳ М*л и. 
нке предѣлы получим*: 

приняв* соответствен-

Разсматрйван CwC какъ проѳкцію дуги СИ> на ось 

-Подставляя теперь эначѳнія для Jt и cfô вгь послѣдне< 
уравнение, получимъ: 
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Прежде ч-вмъ, подстановкой эначѳній для найденных* 
интегралов* в* уравкеніе для f"C, опрѳдѣлить его величи -
ну, остановимся подробнее на значѳніи величины•^tß-^—uj 
в* уравненіи|88|. 

" Представим* себе балку, шириной, равной ѳдиницѣ и 
пролетом*, равным* пролету арки £ . Пусть балка равно
мерно загружена по всему пролету сплошной нагрузкой вы
сотой, равной % \ иначе говоря - грузовая плошадь пред 
ставляетъ собой квадрат* с* основаніем* и высотой, рав
ными % |фиг. 65I. 

Сопротивлѳнія опоръ подобной балки Jtt —Та, — . 
Изгибаюшій моментъ балки относительно сѣченія 

въ разстояніи |0U-| отъ левой опоры, равенъ: 

Такимъ образомъ прѳдстояшій пѳредъ коэффиціѳнт 
L*& ̂  ®* ( ^ Л ) j в * уравненіи 188 | по величине ра
венъ изгибающему моменту | 

Ж. I . 
действующему въ се

чении I (L-cL |, расположенном* в* разстояніи (К- от* ле
вой опоры балки, пролетом* % и равномерно загруженной 
сплошной нагрузкой высотой, равной Z* . Только что вы -
сказанное положение сейчас* же дает* способ* графо-ана-
лмтичѳскаго нахождения в* уравнѳніи 88 величины ковф -
фиціѳнта перед* сосредоточенным* грузом* действу -
ющнмъ на стрельчатую арку. 

Действительно, изъ курса сопротивлѳнія материалов* 
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известно, что, если,построить для разсматриваемой бал
ки кривую моментов*, то означенная кривая будет* пара
бола и произведеніе ординаты ©той параболы % на по -
люсное разстояніе к. |фиг. 65а и 656 | дают* величину 
соответствующих* сѣчѳніям* балки моментов* сил*, лежа -
щнх* слева или справа отъ сѣчѳнія. Следовательно: 

Точно такие т£ t • Ct, (г — а, ] _z Zf кг и т д. 
Если къ кривой момектовъ (ХК-сГ провести касательный 
Ost и Cd въ нрайнихъ ѳя точкахъ, то, как* известно, 
из* подобія треугольников* CXKVtS и Л-,К^0|фиг. 65а и 
656 { можно написать, приняв* Ѵл> К =• VC & ~= ̂  .' 

Подставляя значѳнія интегралов* из* уравненій 87, 88 и 
89 в* уравненіе для определения величины получим* 
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Уравненіѳ 91 употребляется при графо-аналитическом* 
способѣ равсчѳтѣ, уравненіе же 90 - при аналитическом* 
способе, причем*^для большего удобства въ польвованіи^ 
означенное уравненіѳ можѳтъ быть преобразовано, а имен
но: обоэначимъ отношѳніе -~- черѳзъ pb , тогда урав
нение 90 приметъ видъ 

Можно составить таблицу значѳній прѳдстоящаго перед*^ 
коэффиціѳнта прь различных* значеніях* К и тогда поль
зование уравнѳніями 90 и 92 представляется болѣе про -
стым* и удобным*, чѣмъ уравнен, 91. 
Подобная таблица № I , составленная нами для каиболѣе 
характерных* вначеній tV и приведена ниже. 

Если на арку будетъ действовать рядъ сосредоточен-
иыхъ груэовъ, напримѣръ kW грузов*, причем* ^ - въ 
разстояніи 0Ц > - в* раэстояніи CÛ. • . . . 
^Wt " в ъ равстоякіи , то распор» для арки Н-

определится, на основаніи выше приведенных* ыэслѣдова-
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Т а б л и ц а' №. I 
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вій. уравнениями: 

Еслм грув* ̂  будет* приложен* в* вершинѣ злгяи 
_ О, _ j 

KU — "тг— " » то тогда иэъ 

ур&вненій 90 и 91, равносильно, получаем*: 

о » о 
95 

В I РАВНОМЕРНО-РАСПРЕДЕЛЕННАЯ НАГРУЗКА. 

Если на арку дѣйстзуѳт* равномѣрно распределенная 
нагрузка р на единицу длины пролета, то пользуясь выше 
приведенным* методом* иэс.аѣдованія, легко вычислить 
эначѳніе числителя* в* уравнѳкіи 

f 
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так* как* величина знаменателя остается без* иэмѣненія 
Имѣѳм*: 
Оопротивленіе опоры Л = ~£~ І̂ " 2. и 

Іодставляя значекіе найденнаго интеграла к вмѣсто 

прежнее энй-

[олучимъ: іеніе QJJ въ уравкѳніе для t"C- получимъ: 

или 

гдѣ (Q. — Jpt> — ввлкчииѣ всей равномѣрно распре « 
дѣлекной нагрузки. 
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В* практике церковнаго строительства приходится ча -
сто имѣть дело с* загрувной стрельчатых* арок* равно -
мѣрно распределенной нагрузкой |въс* толпы людей, соб
ственный вѣсъ и т.п.I и грузом*, приложенным* в* эамнѣ 
аряи. В* этом* случаѣ paGnop* арки определится по фор -
мулѣ # 

При пользовании уравненіями 91 и 94 можно избежать 
построѳнія кривой моментов* UK сГ Іфиг. 65а|, приняв* 
во вниманіе, что означенная кривая - парабола и следо 
вательно 

Л - 4-а,(г-а,) , , . | 9 8 І 

{ ~ %*• 

П р и м е р * I . На стрельчатую арку, пролетом* 
% — ск» действуют* сосредоточенные грузы: tJ^=/оотгуді 

= 200 пуд .и *Щ ~ Зо.О пуд. - в* раэетояніях* от* 

левой опоры: C K J ßr^ — ск; сж. 
Определить величину распора. 
Пользуясь уравненіѳм* 93 и данными таблицы, имеем*: 



Если теперь представить сѳбѣ, что арка не была бы 
закрѣплана в* опорах* шарнирами, а могла бы свободно 
расширяться» то пролет* арки J} ß рел.ый %. при на* 

С| ВЛІЯНІЕ ТЕМПЕРАТУРЫ. 

Допустим*, подобно тому, как* это дѣлади для пло • 
скмхъ арок*, что арка яагрѣваетея жлж охлаждается раз -
номѣрно на t • причем* арка ненагруасена. Обозначим* 
иском, распор* аркн от* температуры чѳрѳв* tit »За ис
ходное уравнѳніе примем* уравненіе работы дѳформаціх 
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жѣненін температуры на £ увеличился или уменьшился бы 
на величину оСІ X » а сама арка приняла бы некоторую 
иную форму. 

Если теперь к* концамъ арок* приложить двѣ равныя 
и противоположный силы , то можно привести концы 
опор* арок* в* первоначальное положение и сама арка при
мет* свою первоначальную форму. 

Йэгибающіи момент* относительно любой точки оси 
арки с* координатами будет* равен*: 
гдѣ положительный внак* будет* соотвѣтствовать пониже -
нію температуры, а отрицательный • новыгаѳнію температу
ры. 

Белл мы возьмем* теперь первую производную от* ра
боты, деформаціи ÎA по статически неопрѳдѣлимой величи -
нѣ то, как* нэвѣстно, эта производная изобразит* 
собой пѳремѣщѳніѳ по направлѳнію силы распора /ѵ^-т.ѳ. 

Статика сооружѳній Проф. П.И. Дмитріев* 



» 268 " 

199 

Г л а в а ІУ. 

РАЗСЧЕТЪ АРОКЪ БЕЗЪ ШАРНЙРОВЪ j СЪ ЗАДЕЛАННЫМИ 
ПЯТАМИj. 

36 і ОБІДІЯ УРАВНЕНІЯ ДЛЯ АРОКЪ БЕЗЪ ШАРНИРОБЪ. Пусть 
арка, как* и ранѣе, представляет* собою призматическое 
тело, со средней осью, изогнутой по некоторой кривой 
J) ІФиг° 661 и лежащей в* плоскости действія внеш
них* сил* с В* этой же плоскости лежит* и одна из* 
главных* осей инерцім каждаго.поперѳчкаго сечекія арк-и. 
Концы арок* не имеют* шарниров*, а неподвижно 
закреплены на опора'х*>--:Последнее обстоятельство, подоб-
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Фиг. 66 

но ^алкамъ съ закрепленными концами, вызывавтъ дѣйствіѳ 
добавочнаг© момента Лі^ на ©порахъ - ^момента эадѣд -
ки". Въ аркахъ съ шарнирами въ опорахъ - опорный рѳан-
ціи проходятъ чѳрѳэъ центръ шарнира, совпадающего съ 
цѳнтрбмъ тяжести опорнаго сѣчѳнія, въ аркахъ же съ за -
крѣпленными концами, благодаря отсутствію шарнировъ, 
©порныя рѳакціи .не проходятъ уже чѳреэъ центръ тяжести 
опорныхъ сѣчѳній, а въ нѣкоторомъ разстояніи Z отъ не
го, считая по вертикали вверхъ или внизъ, положим* въ 
тѳчкѣ а |фиг. 661 для лѣвйй опоры. Въ этой точкѣ дѣй -~ 
ствіѳ лѣвой опорной рѳакціи, подобно предыдущему, раз -
лагаѳмъ на двѣ составляющих*: вертикальное сопротивлѳ-
ніе Л и горизонтальное « Если въ центрѣ тяжести Л 

опорнаго сѣчѳнія приложить двѣ силы, по вѳличинѣ и на
правлению равный f£ , то тогда дѣйствіѳ опорнаго сопро
тивления, лриложеннаго въ точкѣ а, или' его составля -
ющихъ Л и \^ въ этой же точкѣ, можно эамѣнить, бѳэъ на-
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рушенія условій равновѣсія системы силъ, силами Л и/if, 
дѣйст&ующими въ цѳнтрѣ тяжести опорнаго сѣчѳнія и момѳн-
томъ, равнымъ по абсолютной величинѣ FC Ii ; послѣдній и 
называется момѳнтомъ задѣлки и обозначается =-fC £ . 

Такимъ обраэомъ въ аркахъ съ эанрѣплѳнными концами каж
дая опора имѣѳтъ три нѳиэвѣстныхъ величины: вертикаль -
ную и горизонтальную составляющая Д и , и моментъ 
JltoJ= Vit »' всего следовательно для двухъ опоръ имѣемъ 
<0 нѳиэвѣстныхъ. Уравненій же статики для плоской си -

стены - три, нѳдостаѳтъ поэтому трехъ уравнений и арка 
бѳзъ шарнировъ является - втройнѣ - статически нѳопре -
дѣлимой. Для составлѳнія трѳхъ нѳдостающихъ уравнений 
будемъ пользоваться принципомъ производной работы дѳ -
формаціи. Для чего, какъ иэвѣстно, необходимо составить 
выраженіѳ для работы деформаціи въ функціи всѣхъ внѣш-
нихъ силъ, включая сюда и статически неопределимый ве -
личины приравняв* 0 перв. производный 
работы дѳформаціи по статически неопределимым* силамъ, 
получимъ недостающ!» уравненія. Принявъ за исходное вы-
раженіе для работы деформаціи уравнѳніѳ J I 5 | 

и, приравняв* нулю производный по J\ , f*C и ъМ/Ц . имѣ 

ѳмъ: 
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Эти уравнѳнія и будут* выражать собою добавочный уело • 
вія сопротивленія арки без* шарниров*. 

37I ПЛОСКІЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИ АРКИ. Для плоской пара-
Фиг. 67 боличѳской 

арки постоям-
наго поперѳч-
наго сѣченія 
величины ê x 

.как* 
постоянныя, 
могут* быть 
вынесены .ив* 
под* знака 
интеграла,кро 
мѣ того по -



27Z 

до'б'но току, какъ это дѣлали для двухшарнирных* арок*, 
можно допустить ОІЛ — cLcL и Jf— — . Арка симметрично 
загружена. Обозначим* величину изгибающаго гяомѳнта око
ло точки \&і> с* координатами | X и | |фиг« 67 | чегрѳэ* 
Jj^, и выразим* его, аналогично двухшарнирным* аркам*,че
рез* сумму моментов* всѣх* активных* и пассивных* сил*, 
дѣйствугощих* слѣва сѣчѳнія тогда: 

гдѣ , как* и ранѣѳ, имѣѳт* тождественную величину с* 
моментом* для прямого бруса, пролетом* % & , относитель
но точки с* абсциссой ОС-, т.е. 



i j N m F
1

-

о 

Подставим* въ уравнениях* |ÏOÏB| И | I 0 Ï C | в м ѣ с т о Л его 
зкачѳніе иэъ уравкѳкія 101 и принимая $-= Со , Полу
чаем* : 

ЛѴ ЧН в » « •(* Л* I 
: ^ :3 я» .-к» аз: 

"'Ввиду допуінѳні.я, что Ji/i^dxпредѣян ИЗМѢНЙТОЯ и, 
вмѣсто длины средней оси, надо взять за предѣл* величи
ну пролета, а так* как* арка симметрично загружена, то 
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103 

между if и X существует» зависимость, выражаемая уравн?ѵ 
ніемъ параболы: 

'о 
Подставляя найдѳнныя величины въ уравнения |І02| и 1103 ! 
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Исключая Z из* уравнѳкія |I04J при помощи уравнѳнія|105| 
получаѳмъ для опрѳдѣленія величины распора слѣду -
к-щѳе уравнеяіе; 

Обозначая, как* и ранѣѳ, главную часть распора через* 
, и коэффициент* поправки через* ft , получим* 

. . . 108 ;гд*й 

109 

.. . . {Xто Г 



38I ДЪЙСТВІЕ РАВНОМВРНОЙ НАГРУЗКИ НА ВСЕМЪ ПРОЛЕ-
ТЪ ПЛОСКОЙ .-ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ АРКИ. Пусть на единицу длины 
пролета арк-и дѣйс-твуѳтъ нагрузка рс Тогда, как* из -
вѣстно, имѣѳмъ: 

Величина главнаго распора, согласно уравнению j109| 
примет* значеніѳ: 

i l ? 

\U2\ 
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Величина главнаго распора, следовательно, та же, что и 
при двухшарнирной аркѣ, но коэффициент» поправки \С иень« 

К, Iдвухшарнирной арки'. 
Плечо 2" для опредѣленія опорнаго момента МО -

жетъ быть легко найдено из» уравненія |І05|, подставляя 
в» него найденный выше значенія, а именно: 

Момент* задѣлни или опорный момент* по абсолютной ве -
личинѣ будет* равен"*: 

Подставляя значѳніе JC, из* уравнения jllûl* -пслучимъ' 
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. . . J1141 

По знаку отрицательный, ибо дѣйствуѳт* против* часовой 
стрѣлки. 

Момент* для любой точки с* координатами | ОС и t£ | 

выражается, как* извѣстно, по уравненію 101 



Й Ё* уравненірг | Т І 5 | легко определить изгибаадіій момент* 
я* любой точкѣ оси арки, Для опоръ, гдѣ =• О , полу

чаем* ран&э найденное заражёніе опорнаго момента 

см. ур. 114 

т.е. по вѳлкчинѣ момент* %Ji^î0 вдвое меньше v^fc, а по зна 
ку противоположен*. 

Если бы теперь пожелали определить то сѣченіе ИЛИ 
точку на оси арки, относительно которой ивгиб&явдй мо« 

Эа&ькйя $С. >і 2 ну* золкчни&шп,. >юлумнм*: 

Дли вершины, гдѣ ̂  — Ь * получим*, обозначая изгиба « 
ІОШІЙ момент* черээ* ,Л£0 
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мент* был* бы равен* нулю, то необходимо величину«ЛС , 

выражаемую уравнением* 115 приравнять нулю» тогда полу» 
чимъ : 

в е с 117 

Проведем* на|фиг. 68| линію *2) <S параллельную оси 
\Х"В* раэстояніи У = £ , тогда, согласно уравнению 
115, иэгибающій момент* въ любой точкѣ пропорціоналѳнъ 
в*здичинѣ I — I , т.е. ординатам* ЛЦ^оси ар
ии до прямой , слъдовательно 
так* как* момент* у опор* вдвое больше момента з* верши
не. Если бы пожелали построить кривую моментов*, то она 
выразилась бы кривой Лл С,причем* въ точках* к 
^ она пересѣкала бы оси %рки„ ибо здѣсь дѣйствуюшіе 

Фиг. 68. 
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моменты равны нулю. 

Полагая в* уравненіях* ІІб и 114 ê> — О , т.е. прѳ« 
вращая арку въ балку закрѣпленнуго на опорах*, получим*: 

извѣстныя уже величины для моментов* закрѣпленных* ба -
док* иэъ лѳкцій проф. Соколовскаго для I I I курса. 

39 I ДЪЙСТВІЕ .СОСРЕДОТОЧЕННАЯ ГРУЗА ПЛОСКОЙ ПАРАБО
ЛИЧЕСКОЙ АРКИ. Пусть на параболическую арку Jj Cß ІФиг.. 
69I дѣйствуетъ сосредоточенный грузъ въ раэстояніи С 

Фиг. 69 « 

от* начала координат* О . 
Воспользуемся ранѣе выведенным* уравнѳніем* І09ѵ 

опредѣляющим* величину главнаго распора , для симмет-
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ркчно загруженных* параболических* арок*= Для ©той цѣ * 
ли приложим* справа груз* ff| , равный £Р , и GHMWST« 

рично расположенный относительно оси К . Распор*,, от
несенный к* этим* двум* грузам*, очевидно будет* вдвое 
болѣѳ того, который относился бы к* одному из* этих* 
грузов*, взятых* отдѣльноо Имѣѳм* поэтому: 

Вмѣсто надо подставить его значѳніе, разное 
— если точка J^t взята между оперой и точ

кой приложѳнія силы, т.е. когда Х)> С „ и j a — £ | —-
когда точка М* зэя?а между силой и вершиной или когд& 
X < С . Тогда уравненіе 118 примет* вид*'. 

Производя интегрирование, получим* окончательное 
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выражѳніѳ для распора: 

120 

Это вырвженіе аналогично тому, которое дано ^а/им 

ем* для арки с* шарнирами в* пятах*. Полный распор* 

Если бы мы перенесли начало координатъ в* одну из 
опор* и раэстояніе груза от* опор* обозначили бы чѳреэч 
t n . и ft, |фиг. 70 I , а пролет» арки через* £ , то, за -
мѣняя в* форнулѣ J120 I : О- — —g- ^ С -= t T i , — . п о 
лучим* слѣдуюшее выраженіѳ для распора " f t , , отнѳсенна-
го к* новым* координатам*: 

или 

производя сокращения и замѣнян I - Угг - ух, 9 получим*: 

Статика соорукеній* Проф. П.И. Дмитріев* 
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121 

Величина полнаго распора: 

Фиг. 70. Зная вѳли -
чину распора $ 
легко опредѣ -
лить из* урав-
нѳнія 103 вв -

личину его пле
ча % , a слѣ -
довательно и 
величину опор-
наго момента 

. Величина вертикальной составляющей опорнаго 
сопротивленія - J] определится изъ уравнѳнія ІОІа. Для 
разсматриваѳмаго случая значеніе этих* величин* нижѳслѣ-
дугоще ѳ: 
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124 

1 2 5 

4 0 I КРИВАЯ ОПОРНШЪ ДАВЛЕН ІРГ ДЛЯ ' ШЮСКИХТЬ ПАРАБОЛИ-
ЧЕСКИХЪ АРОКЪ БЕЗЪ ШАРНИРОВЪ. Зная величину распора ft и 
точки приложения: лДл и ^Ь^ опорных* рѳакцій, нетрудно най 
ти и положѳнія опорных* реакцій Я!Ь0 и*25^ !фиг. 7 1 1 по 
величинѣ и направлен!». Так*, складывая для лѣвой опо -
ры J\ , найденный распор* с* вертикальной проенціей 

Фиг. 71 Л опорнаго со-
противленія |фиг 
71 j, найдем* по 
вѳличинѣ и на -
правленію лѣ.е-оѳ 
опорное давле -
ніе © 0 и Точ
ка (2 , в* ко -
горой это давле
ние oU0 пере ™ 
сѣчетъ'направле-
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кіе грува Ч) будет* принадлежать, как* извѣстно уже, 
кривой опорных* давленій; через* ѳту же точку должно 
проходить и давлѳніе £0.) , правой опоры. Если точка 

fj> имѣѳт* абсциссу tri. , а ордината ѳя относительно 
хорды будет* Z0 — » т о получим*, обозначая угол* 

через* ОС, слѣдуюпгѳѳ соотношѳніѳ: 

или, послѣ сокращеній. 

откуда, принимая во вниманіе уравненія 125 и 122 полу
чаем*: 
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Подставляя Б * уравненіе 127 вмѣсто Z, его значен іі 
кэг уравненія 124, имѣем*: 

Так* как* ^ 0 не зависит* отъ Ун,, то эеллючаем*, 
что кривая опорных* давленій представляет* собою пря -
мую линіго 3)3"" |фиг. 711. Вообще рекомендуется опреде
лять полоагекіе точки %ЛІ относительно линіи опорных* 
давленій S) W при поішщи вертикальнагс раэстсяніг 

Соотвѣтствующее разстояніе ѵ% для правой опоры ар
ки получается простой замѣной Уѵи через* I — Vvt^|= ѴѴ-

что можно преобразовать в* слѣдующее уравнекіе: 
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Влѣво и вправо отъ груза ^ » единственными внѣмними си
лами являются силы . Ломаная линія ^ 13j 
есть в**, данном* случаѣ кривая давлен!я арки. Называя про
извольное вертикальное раэстоякіе между &т6Й ликіей и 
осью арки через* "fc , непосредственно получаем*, что Хі 
будучи умножено на распор* \\, , даст* изгибают!й момент* 
в* данном* мѣстѣ, взятый по отношенію к* оси арки. Так* 
напримѣр*, для произвольной точки дуги jfi,, силу „ 
приложенную зъ верхней точке отрѣвка £ , можно раэлс -
жить на силы f^) и К, причем* сила дает* момент* отно
сительно точки JVt равным* нулю, а сила даст* момент* 

Точки пегесѣченія кривой давлѳнір с* осью арки бу -
дут* в°ь тонѳ время кулевыми точками моментов*; тамъ, гдѣ 
кривая давлекія располагается выше или ниже оси арки, мо
менты положительны или отрицательны. Тогда как* в* аркѣ 
с* 2«мя шарнирами опорныя давлѳнія, соотвѣтетвуюшія ка
кому-либо сосредоточенному грузу, вполнѣ определялись 
линіею опсрныг* давлѳній, так* как* они проходили через* 
шарниры J\ и [о , для арки без* шарниров* оказывается 
еще необходимым* найти точки %J)t и 75, , что нетрудно сде
лать, определяя графически величину , входящую въ, 

уравненіе | l 2 9 j , а именно: от* средины 0 ликіи опорных* 
давленій *S 7° іфиг, 72| откладываем* вниз* 



и принимаем* oL> за постоянную точку, служащую для вычѳр-
чиванія опорных* давлений» Если какой-нибудь груз* 

помѣщается въ 
& , то 

Фиг. 72, 
точкѣ 
переносим* от -
рѣзок*®^ — уу\у 
в* положеніѳ СЛ^ 

fè, и проводим* 
до пересечения 
с* вертикалью 
через* опору в* 
точке ; тог-

Таким* образом*.Л{ і? является направлением* силы 
Дѣлая затѣм* - Ж*, и проводя линіго J/\ àL^bf полу -
чин* точно также подоасеніе точки'^Rj, к направление oÖj » 
Приняв*за перѳмѣнную, т.е. передвигая груэъ, ш по -
строим* подобным* же образом* для каждаго значекія fn. 

Статика егшшжен.ііЬ П п i - w f r Г Г L T T T « ™ , 
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направленіе < 2 ) ö и , опорных* давлѳній и получим* се -
рію прямых* линій, огибающих* кѣкоторую кривую линію 
|фиг. 731 1Ѵ.7А? • Эта кривая носит* названіѳ кривой, 
огибаемой опорными давлениями или кривой обвертки опор-

Фиг. 73. ных* давлѳній-
Аналитичѳскія иэ-
слѣдованія пока
зывают*, что кри
вая, огибаемая 
опорными давлѳ -
ніями, для раз -
сматриваемаго 
случая есть ги
пербола, с* дву
мя симметричны
ми половинами, 
сходящимися в* 
вѳршинѣ 3" » гдѣ 

онѣ имѣют* общую горизонтальную касательную» Кривая опор 
ных* давленій и кривая, огибаемая опорными давлѳніями, 
вполнѣ опрѳдѣляют* опорная, сопротивлѳнія. Дѣйствитѳль -
но, проведя из* точки - перѳсѣчѳнія груза ̂  с* кри
вой опорных* давленій - касательный к* кривое, огибаемой 
опорными давлѳніями, в* точках*'К, и JS |фиг. 731, по
лучаем* направлѳкіе J\fâ £ и £/Jß 1 опорных* давленій*2)0 

и 95, . Для иных* форм* арок* всѣ линіи будут*, конечно, 
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уклоняться от* только что найденных*, но во всяком* слу
чае их* всегда можно будет* применить к* рѣшѳнію дан -
ной задачи, согласно только ч*о указанным* пріемам*. 

4І|,.-ВЛІЯНІЕ ТЕМПЕРАТУРЫ. Допустим*, как* это д е 

лали для двухшарнирных* арок*, что арка нагрѣваѳтся или 
охлаждается равномерно на » причем* арка нѳнагружѳна. 
Обозначим* искомый распор* арки от* температуры через* 

Фиг- 74. . Если бы арка 
Л С ß не была бы за
креплена в* опорах*Л 
и І̂ ) и могла свобод
но расширяться при из 
мекеніи температуры, 
то при повышѳніи ѳя 
на Ѣ, арка приняла 
бы другую форму%Afi 

подобную первоначальной лев, причем* длина хорды 
s 2eu изменилась бы на величину JJcctcV- , а касательный 

и £ 0 на опорах* к* оси арки перешли бы в* по-
локѳніѳ J), \С и *В| £ 0 » параллѳльныя предыдущим*. 

Приложив* к* концам* Jit и/В, арки две равныя и про
тивоположный силы Н{£ , мы могли бы привести точки j ^ -

и tt)/ арки в* первоначальное положѳніе %й и но при 
этом* форма арки изменится в* некоторую другую форму 
Л С^ІЬ которой в* точках* Jj" и І̂ ) будут* соотвѣтство -
вать касательный J) К» и наклонныя к* J} J3 под* 
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большим* углом*. Чтобы напразлѳнія этих* касательных* 
совпали бы с* первоначальными, нунно приложить к* нон -
цам* арки двѣ пары сил*, имѣгощія положительный момент*. 
%JÏIQ^ • Таким* образом* повышѳніе температуры вывывает* 
на опорах* распор* $ и момент* ^Ms^ с* положительным* 
знаком*, а понижение температуры вызывает* распор* іц̂  
и момент* противоположнаго направления. Желая опре
делить вліяніе температуры для пологих* параболических* 
арок*, мы можем* воспользоваться ранѣе выведенными урав-
некіями 100а, 100ß и 100с, приняв*, согласно выяснен -
ным* ранѣѳ допущѳніямъ, Jf = — Н!^ ; ot$ = &i j£ -При
чем* изгибающій момент* относительно любой точки 
взятой на оси арки, выразится величиной: - — ^ ' J ^ 
Іфиг. 751, а первая производная от* работы дѳфорыацій r ) f 

Фиг. 75. 

по статически неопределимой вѳличинѣ \~t^_ будет* изобра -

жать, как* иэвѣстно, перѳмѣщеьіе по направленію силы pec-

пора ("L , которое, как* мы только что выяснили, равно 
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Согласно сказанному кмѣѳмъ: 

Уравнѳнія ІООв И 100C преобразуются для даннаго 
случая въ уравненія: 

'о 

Подставляя значѳніѳ с^= *M>Q,~~ « ПОЛ* олучаемъ 
окончательно: 
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Если (j! и 3 постоянныя, то выводя их* из* под* зна
ка интеграла и эамѣняя J величиной Cj t, , a эначѳніе ин
тегралов* ранѣе выведенными величинами: 
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Откуда находимъ: 

Для опрѳдѣлѳнія полонѳнія точки на оси арки, отно^ 
ситѳльно которой изгибаюшій моментъ был* бы равен* нулхі 
необходимо, как* дѣлали и ранѣѳ, величину момента, рав^ 
наго « Л [ ^ — 5 приравнять нулю. 
Получаем*: 

откуда 
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Дѣйствуюгаій момент* от* температуры в* вершинѣ 
^ = & і будет* равен*: 

Для нагляднаго сравненія вліянія температуры на 
двухшарнирныя и задѣланныя арки составлена ниже приво
димая таблица №. £ 

Выраэкеніе для распоров* табл. № Z может* быть видо-
иэыѣнёно, а именно: 

л Если теперь пренебречь в*у знаменв.тѳлѣ величиной L 
то расцлры будут* обратно пропорциональны величинам* 
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т.е. распоръ отъ температуры у арокъ эакрѣплѳнныхъ бу -
детъ больше, чѣмъ таковой у двухшарнирныхъ, въ отношеніи 

почти въ 6 разъ. Дѣйствующіе моменты отъ температуры въ 
эакрѣплѳкныхъ аркахъ - въ опорахъ и вѳршинѣ - также всег
да больше, чѣмъ таковое у двухшарнирныхъ арокъ. Въ про -
межуткахъ же, между опорами и вершиной, изъ таблицы ус-
ыатриваѳмъ обратное явлѳніе, а именно въ а&крѣплѳнныхъ 
аркахъ есть поясъ, въ которомъ дѣйствугощій моментъ отъ 
температуры меньше чѣмъ для двухшарнирныхъ арокъ. Поясъ 
втотъ правда очень ограниченный, и приближенно заклгоча -
ется между ординатами: 

42 I СРАВНЕНІЕ ДВУХШАРНИРНЫХЪ АРОКЪ СЪ АРКАМИ ЗАКРЕП
ЛЕННЫМИ. Для двухшарнирныхъ арокъ мы нашли ранѣѳ, что на-
ибольшій иэгибаюшій моментъ - въ вѳршинѣ и ииѣетъ вели -
чину 
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Для закрѣплѳнныхъ арокъ моментъ въ вѳршинѣ по урав 
нѳнію I16 равно: 

Эти два момента могутъ быть равны тольно въ томъ 
случаѣ, когда будѳтъ существовать равенство: 

Эта величина для отношенія —j£- исключительно 
малая и могла бы быть только для аронъ очень пологихъ. 
Вообще же это отношеніе гораздо больше и изгибающій мо
мент» для двухшарнирныхъ арокъ поэтому меньше, чъмъ та 
новой у эакрѣплѳнныхъ арокъ. ^ ^ 

Напримѣръ, если отношѳніе "=у& и ^ , 
что часто встрѣчается въ практикѣ, то имѣѳмъ для двух -і 

шарнирной арки: J|^^ — Р ^ • • а Р к и эакріі 
ленной ТІ^о = - ̂  ра?" • т * ѳ < дѣйствующій моментъ £і 
1,6 раза болѣѳ. Для опоръ эакрѣпленныхъ арокъ, гдѣ мо -і 
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мент* вдвое болѣе, чем* въ вершине, дѣйстЕующій момент* 
будет* более, чѣмъ въ три раза превосходить величину иак-
симальнаго момента двухшарнирной арки. 

ЗАДАЧА. Данъ деревянный кривой брусъ |фиг. 76 |, про-
Фиг. 76. 

летомъ £ Gt — 3 саж., подъемом* іэ = £ct — О 5" саж.. 
На брус* действует* равномѣрно распределенная нагрузка 
Ь =г 'j'GO пуд. на I п. саж.; брусъ постояннаго сѣчѳнія съ 

осью радіуса ^ 2,5" с. Определить размеры площади по* 
пѳрѳчнаго сеченія бруса и величину распора К, ? 

Так* какъ размѣры площади сѣчѳнія бруса неизвестны, 
то предварительно въ уравненіи Л\% » определяющем* величину 
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распора f£ прѳнебрвгаеиъ вліяніемъ коэффициента поправки 
К-,і , и будем* считать, что равѳнъ ввличинѣ главнаго 

Подставляя значенія CL — 1Э 5"с -, %э =^0,5" » получа -
ем*: 

Допустима, что опорное сопротивленіе проходитъ чѳ «•-
реэъ цѳнтръ тяжести onорнаго сѣченія т.е. сущѳствованіе 

Фиг. 77. шарнира въ опорѣ, 
тогда вертикальная 
составляющая опор-
наго сопротивления 

для арки рав • 
ноиѣрно загружен -
ной равно: 
û - 2аfr _ _ 

РаЕКодѣйствуюшдя иэъ Л- и \\* по ве

личина будѳтъ равна тогда |фиг. 77j; 
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Гголъ |fî составляемый силой ̂ в съ горизонталью, или си-
юй |^, равѳнъ: 

откуда уголъ |̂  - 33°А О1 . Тогда нормальная составляющая 
ѵѴ силы ^ в - дѣйствугошая въ сѣчѳніи равна: 

Принимая прочное сопротивленіе на сжатіві^ равнымъ 
24 пудамъ на I кв. дм., получимъ, что 
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Величина опорнаго момента согласно уравнения 
1 1 4 , равна: 
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Плѳчо £ определяется из* уравненія I13 

Повѣримъ теперь достаточность принятых* раэмѣровъ 
площади сѣчѳнія (*> . Повѣрку произвѳдвмъ для крайних* 
волоконъ опорнаго сѣчѳнія, накг наиболѣѳ напряжѳннаго,по 
формулѣ 

Ввиду малой разницы между величинами IL и ГЦ , бввъ боль 
гаой погрѣшности, можно принять о£=гОС,,, (30-/3 иса5'-=у(Эо ; 

тогдаJV' — J/j — £ 6 2пуд. Величина иэгибающаго момента 
' Л ' * J/« О Л ; но Jf^&o-u&fa'^f*0) ' а И Э Ъ ^ 

І ф и г о 78!: 
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Фиг. 78. 

Окончательно получа
ем! : M-J/' Od = 

Подставляя значѳнія въ формулу: 
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слѣдоватѳльно площадь сѣченія достаточна. 
Въ вершинѣ иэгибающі-й коментъ 

Фиг. 80. Зная величи
ну распора 
Л^-и вели
чину плеча 
его £ въ 
опорномъ швѣ 
можно по -
строить кри
вую давлѳ -
нія бруса.Въ 
виду снимет--

по знаку — противоположен* *^^cu 
Наибольшее напряжение въ нрайнихъ волокнаіъ ллошѳ.-

ди сѣчѳнія въ верщйнѣ равно: 
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Фиг. 79 

ричности бруса и его нагрузки, можно построить кривую 
давленія для одной половины бруса, Другая будет* съ ней 
симметричная. Для этой цели разбиваем* половину нагруз -
ни, приходящейся на арку, на некоторое число равных*-ча* 
стѳй |фиг. 79j, чем* мельче части, тѣи* лучше. Каждую 
часть принимаем* за сосредоточенный груз*, проходяшій 
при равномерной нагрузке через* средины грузовых* деле -

ній; в* дан
ном* случае 
имеем* 5 гру
зов* р, 

Наіфиг. 80I 
строим* для 
полученных* 
грузов* MHO -
гоугольник* 
сил* полюсом* 
Q в* раз -
стояніи f { от* 
него и лучами 
|І-2-3-5| .Со
ответственно 
ползуче иным* 
лучам* на чер. 
арки |фиг.79( 
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строим* веревочный многоугольник» (LtWiCch причем* Q,t 
параллельно лучу I , епьпараллельно лучу 2 и т . д . , Сто
рона верввочнаго многоугольника должна пройти чер«э* 
точку (V , которая получается, если по вертикаль' Л о т * 

центра тяжести опорнаго сѣченія отложить вниз* величину 
плеча 2 . Вниз* потому, что согласно § 37, момент* 
по знаку отрицательный. Веревочный многоугольник* & 
и есть кривая давлѳнія для разсматриваемаго бруса. Если 
она построена правильно, то согласно § 3 7 , она должна пе
ресечь ось арки в* точкѣ 0 , находящейся в» раэстояніи 

~ ^ « о т * оси X • ибо Б Ъ зтой точкѣ изгибающій мо -

мент* равен* нулю. В* вершинѣ кривая давленія будет* рас
полагаться вверх* от* оси, ибо в* этом* мѣстъ дѣйствую -
ЩІЙ момент*WK0 противonоложнаго знака с* sM^ . 

Желая сравнить эадѣланный в* пятах* брус* с* дву^-
марнирным*, мы должны были бы для олрѳдѣленія величины 
распора двухшарнирнаго бруса воспользоваться уравненіямм 
53 и 5$, а именно : 
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Максимальный момент* для двухшарнирнаго бруса в* вер 
шмнѣ и, согласно уравненію 74,равен*: 

или = 3 0 пуд. дюйм., т.е. в* два раза менѣѳ Ji^0 и 
в* 4 раза 

43I ПОЛУЦИРКУЛЬНЫЕ ИЛИ ПОВЫШЕННЫЙ АРКИ . Для полу -
циркульных* арок* и вообще для арок*, для которых* от
ношен! е подъема къ пролету: 

нельзя принимать = cLoC- н \М ~ — \\т 

В* этом* случаѣ необходимо точно выразить зависи -
мость от* дѣнствующих* усилій на арку и под* интегра
лами сохранить значеніе cîS < При пользованіи, для иэ-
слѣдоаанія вопроса, принципом* производной от* работы де. 
формацій точность полученных* результатов* будет* эави -
бить от* исходнаго уравненія работы деформацій для арки 
т.е. примем* ли мы уравнѳніѳ Ï4 или уравненіе 15. 
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Въ настоящем* параграфе изслѣдованіѳ навѳдѳмъ, ис
ходя изъ уравненія 1-5 т.е. 

н разсмотримъ два случая загруженія симметричных* арокъ: 
симметричное и несимметричное. 

А| АРКИ СИММЕТРИЧНО ЗАГРОТННЫЯ. 
Въ виду симметричной загрузки арокъ можно разсмат-

ривать лишь половину арки. 
Вертикальный опорныя сопротивлѳнія арокъ будутъ рав

ны между собой и каждое равна половинѣ всей загрузки, 
считая въ томъ числѣ и собственный вѣсъ арки. Статически 
неопредѣлимыыи величинами^будутъ, следовательнот 
распоръ арки J iL ж опорный момент* или ^мо -
мантъ .вадѣлки". Равносильно- мшено принять »а ста
тически неопределимый.величины: распоръ арни {{, и мо -
ментъ въ ключѣ. Действительно, пусть на фиг. 81 дана сим
метричная и симметрично загруженная вертикальными гру -
эами, арка. Выдѣлимъ часть арки J i fö ' f i^J l , и эамѣнимъ 
дѣйствіе >на нее оставшихся частей силами и прило -
женными въ неиэвѣетныхъ намъ по положенію точках* (Г и e t 

|см. фиг. 82I. 
По причинѣ симметріи сила И* горизонтальна. Силу 
можно разложить на составляющія: J\T - нормальную 
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къ сѣпѳнію Л ,1^>, , и - действующую вдоль с ѣ ч ѳ н і я и 

производящую плрврѣзыв- ік ій . Пренебрегая в л і я н і е м ъ силы 
Г"Р , мы получим* силы JY" и ht действующими ьъ точках* 

d и сГ |фиг . 821, в * с е ч в н і я х * ДІЬ, и . 

Перенося-; теперь силы J Y и Н. центры тяжести со -

ответственных* с е ч е н і й , получим* окончательно а | силы 

J/ и К , действующія в* центрах* тяжести С и & сача * 

к і й J/ßi и ^ ß 

и в ! моменты Jr% и t/Ио п а р * силъ от* 

переноса лослѣднихъ, причем* JH, %Н> (Ld - Jf* W- и 

Jh0 ~ ( k e f ) ~ f v ^ o о Для в э я т а г о произвольно с е ч е н і я 

^ [ J j момент* и нормальная сила могут* быть о п р е д е л е 

ны и з * основных* у с л о в і й ; что для р а в н о в е с і ь вырѣзка н е 

обходимо, 'ітоаы моіібчты внутренних* и внешнчхъ силъ и 

сумма проені і ій в с е х * силъ на нормаль къ сѣченію Л~і 13 j 
равнялись бы порознь нулю, т . е . 

. І ІЗбі 
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На основаніи полученных* уравненій 136 и 137, un мо
жем* определить для любого проиэволькаго сѣчѳнія, a слѣ-
довательно и для пятового, момент* и нормальную силу раз* 
только будут* иввѣетяы величины ft и %МА< 

Гіослѣднія величины и примем* за статически неопрѳ -
дѣлимыя. Тогда на основаніи принципа производной от* ра
боты деформацій получим*, в* предѣлах* JZL > 
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Если теперь допустить для общности рѣшенія, что ар
ка пѳрѳмѣннаго сѣчѳнія, шириной въ I ѳд. и вііѣсто 6J и 

принять, величины: 

то подставляя эначѳнія іМ,} J)f и производишь въ уравне-
нія 138 и произведя необходимый дѣйствія» получинъ 

Если теперь обозначить эначѳнія интегралов* буквенными -
Т В Q О 

О 
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то получим» систему двух» уравнѳній. 

Рѣшая совмѣстно получѳнныя уравнѳнія J40, имѣѳм»: 

Рѣшѳніѳ опрѳдѣленных» интегралов» 
вычисляѵгг» обыкновенно по формул* Симпсона, для чего 



- 316 -

полу-арка должна быть раздѣлѳна на четное число клинь
ев*, равной ширины S считая послѣднгою по длинѣ осе -
вой линіи арки. Вычисление интегралов* по формулѣ Симп 
сона будет* указано в* § 4-4 Здѣсь же мы можем* упро -
стять рѣценіе вопроса, замѣнив* интѳгрированіе сумми -
рованівм* для зсѣх* клиньев* полуарни, причем*, так* 
как* при разной ширинѣ клиньев*, будет* ве 
личина постоянная, то в* ниже выведенных* уравнениях* 
она пропадет*. 

Если теперь в* уравненіѳ 141 и 142 подставить 
вмѣсто \Д}1\ р . J | их* эначѳнія, в* вид* суммыf 

то получим* ' : 

Смотри Примѣры-раэсчѳта каменных* мостов*"'про
фессора Е.О. Патсна. 
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Определив* эначѳнія J ^ 0 и t t , можно будет* вычислить 
эначѳкія t/X и J f для каждаго жва по формулам* 136 и 
137..Точка приложѳнія нормальной силы J\f раэсчитываѳтся 
по формулѣ W — -^г , определяющей раэстояніе точки при-
ложѳнія силы JY отъ центра шва. Знакъ плеча УК» соотвѣт-
ствуѳтъ знаку момента %МУ . При положительномъ значѳніи 
J/s - величина tV соответствует* верхней половинѣ кликь-
ѳвъ, при отрицательном* - нижней половинѣ. Откладывая всѣ 
плечи У)г и соединяя полученный точки приложѳнія J/* по -
лучим* искомую кривую давлѳнія. 

В| АРКИ НЕСИММЕТРИЧНО ЗАГРУЖЕННАЯ 

При несимметричном* загруженіи арок* вертикальныя 
опорныя сопротивления не будут* равны между собой, по -
этому прибавляются в* данном* слч/чаѣ лишнія неиэвѣстныя -
вертикальныя опорныя сопротивленія. В* виду этого необ
ходимо равсматривать часть арки между пятой Л0 ^ 0

 й ка* 
кимъ либо сѣчѳніем* xAïîbl * координаты центра тяжести 
котораго |а| пусть будут* X и ̂  іфиг, 83j» Реакція пя
ты может* быть представлена силой r~ffm , неизвестной ни 
по величине, ни по направлѳнію, ни по точкѣ ѳя приложѳ -
нія |б| Іфиг. 841 . Перенося силу "І^ въ центр* тяжести 
I о I пятового сеченія, получим* силу - приложенной 
въ центре тяжести сечѳнія и пару с* моментом* •^Ка.'*^'^-
Силу •'^•^в* сШою очередь разложим* на вертикальную со** 
етанчяюшую J\ к г риэЬнгнлъіі-ую f"£/ Ттчиут обряэом'ь для 



разсматриваемой опоры арки получаемо» три статически 
неспредѣлимыхъ величины: момент* эадѣлки или опорный 
момент* <зЛ£л t вертикальное сопротивление опоры -
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и горизонтальное - распор* f£ . 
Замѣтим* здесь же, что, подобно предыдущему, мы 

могли бы силу 7?« разложить на нормальную J/Q и тан • 
гѳнціалькую rJ^ |фиг. 84)и отъ этого величина опор -
наго момента не изменилась бы, так* какъ 

Въ сѣчѳніи ( мы получимъ дѣйствіе отброшѳн-
ной части арки эквивалентным* : нормальной силѣ Jy , 

действующей въ цѳнтрѣ тяжести |а| сѣченія и моменту J^,. 
Величины силы J{ и момента \ЛС- определятся, аналогич
но сказанному въ пунктѣ \А даннаго параграфа, изъ ра
венства: 

х| г-р 
Вліяніѳм* силы I пренебрегаем* подобно то -

му, как* это делалось при симметричном* эагрумѳніи 
|пун. J [ | . 



3 2 0 

Разсчѳтъ слѣдуетг распространить ш в с ю арку* 
На основаніи принципа производной работы дѳфоры*ціи 
получхмъ нижеслѣдующія три уравнения, аналогичный вы
веденными въ § 36, т.е. 

Причеыъ производный, согласно уравненій 146 и 14? ѵ бу
ду тъ равнв 
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Замѣняя интегрирование суммированіеыъ для всѣхг швов* 
или сѣченій арки отъ 0 до kW, можно будет* сократить 
всѣ уравненія на постоянную величину — Л<! я на
писать въ слѣдующѳмъ видѣ: 

Статика соорукеній. Проф. П.й. Дмитріѳв* 

Прймѳмг кромѣ тоге, 



« 3 2 2 *" 

Длж симметричной арки с* симметрично расположен
ными сѣчѳніями (швами) кохсно В Ъ уравненія 148 ввести 
слѣдующі я упрогцбвІЯ :• 

I j Так* как* ^ ^ имѣет* въ обѣих* половинах* 
свода ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЙ аначенія, ме*г.ду тѣнъ как* Coli 

получается раэнаго знака ъъ обѣих* половинах* свода, 
то 

21 Суммируй попарно значенія -jgf » соотвѣт -
ствуюшія каждой парѣ еѣчѳній Jlfö, и J\\ fô'i , распо
ложенных* садвмѳтричко относительно вертикальной оси 
арки, получим* согласно фиг. 85 

Поетоку исчезнут* из* уравнѳній І48а и I486 члѳ* 
кк: 



Подставляя эначеніе уравнѳнія 149 в* ЧЛОНЪ 

m. 

получим* 
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3j Вводе только что ѵкааанныя упрощѳнія въ урав-
нанія 148 и раэділяя уравненіе 148. на . 
уравкѳкіѳ I486 на / 2 / и уравненіе Ï48B на 

ST" I ^ 
/ сз получимъ: 
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Вычитая уравненіе Ï Q I B И З * уравнѳнія І5Іа, полу* 
чим*: 

Вычитая уравнѳніѳ І5Ів из* уравненія 1516, полу
чим*: 

Опрѳдѣлив* значенiя » легко опредѣ -
лить и послѣднюго неизвѣстную из* уравненія 151%. 
Зная же величины можно на основании 
уравнѳній 146 и І47 определить для всех* сеченій вѳ -
личики: для изгибающаго момента и нормальной силы 

Jf , а по Пёсл%дним* и раэстоянія j ft, | точек* при -
ложѳнія равнодействующей от* центров* ееченій ив* ра-
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венства: 

Л 

Откладывая всѣ разстоянія ÎX- и. соединяя полученный 
таким*, лбраэомт точки приложения сил», пол учи и* искомую 
Л'рявую д&влѳнія. Знака плеча KU соответствует* знаку 
момента 

С I ОБЩІЯ ЗАМЬЧАНІЯ КЪ РАЗСЧЕТУ. 

і| Для^разсчета ось арки дѣдится на четное число 
равных* отрѣзков* и через* точки дѣлѳкія проводятся 
радіальныѳ швы |0-0 |, \\ - іл\, \%л- 5,| и т.д. |фиг. 
86 I, ограничиваютѳ клинья. Найдя центры тяжести каж-
даго клина,проводят* через* них* радіальныя оси клинь
ев* И - 1 | , |2-2|...-|фиг.8ба| и \\ -1 I ; 
и IV " 1' I » ' I 2' " 2М » • • • |фиг • 866 I . Длина каждой из* 
радіальных* осей, заключенная между очѳртаніями арки 
и будет* изображать собой соотвѣтствѳнную величину 
в т.е. £, » ••• и Т«Д"" 

При симметричной нагрузки через* 2 обозначаем* 
раэстояніе центра радіальной оси клина от* гориэон -
тальной оси, проведенной через* центр* нлючѳвого шва,, 
например*, для трѳтьяго клина |фиг. 86а| 13*25 
При несимметричной нагруэкѣ для центра радіальной оси 
каждаго клина определяются координаты JC И ^ , отнѳ-



сѳнныя къ горизонтальной оси X, проходящей чѳрезъ цен
тры пят* I О и m-1 арки іфиг. 8661. Так*, напримѣръ, 
дл* DIBOP* | £ ' - 2»'I и | £ - 2 ! координаты будут*: ̂ fg и 

2| Статическіе моменты j р | вертикальных* силъ, 
г» 

лежащих* между ключевым* швомъ и разсматриваемым* - для 
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симметричной нагрузки, и -между пятовым* швом* и разсмат 
риваѳмым* - для несимметричной нагрузки., оиредѣдялт 
ся относительно центра радіальной оси кажда^о клина или 
аналитически или графически, при помоши вѳревочнаго 
многоугольника. Графический метод* будет* изложен* ни -
кѳ в* § 44, здѣсь же эамѣтим*, что он* не достаточно то 
чен*. Что-ке касается аналитическая метода, *го его мож 
но упростить, если при равсчетѣ статичѳскаго момента от 
носитѳльно каждаго послѣдугощаго клина пользоваться из -
вѣстным* статическим* моментом* относительно прѳдыду -
щаго клина, примѣняя слѣдующую формулу. 

е . ало I . , ало - раэстояніе между центрами 1Х и | кли-
на. *=і 

сумма вертикальных* сил* расположенных* от* 
|ГѴ-1 I клина до ключа, в* случаѣ сим
метричной нагруэкѣ к до лѣаой пяты, в* слу
чае несимметричной нагрузки. 

3| Для удобства разсчѳта неизвѣстных* J\iï-0 , f t , 
, входящих* в* выражен1я для момента M и 

нормальной силы Jf, составляется таблица, образец*,ко
торой приведен* в* численном* примѣрѣ, прилагаемом* ни
же І Нумѳрацію швов* рекомендуется производить влѣво и 
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вправо от* ключевого шва. 
4| Пользуясь таблицею и найденными значениями ста

тически неопределимых».величин* можно раэсчитать для 
радіальной оси какдаго клина эначѳнія изгибающаго момѳн 
та Л и нормальной силы J^f примѣняя уравнения 136 и 
137 для случая симметричной загрузки и уравненія 146 и 
147 для случая несимметричной загрузки. По значѳніям* 
J[C и H. раэсчитывается для калсдаго клина разстоянія 

- точки приложенія равнодействующей внѣш -
них* сил* от* центра радіальнаго шва клина. Знак* пле -
ча I /V I одинаков* со внаком* момента Л/С и не зависит* 
от* знака .Значѳнія tfrt , jf и vi. для каждаго кли -
на сводятся в* таблицу, образец* которой также привѳ -
ден* в* примере. 

Значенія W откладываются по радіальной оси клинь-, 
ев*, причем* положительное П, соответствует* верхней, а 
отрицательное - нижней половине клиньев*. Соединяя най-
денныя точки получим* искомую кривую давлѳнія. 

5| При выводе формул*, приведенных* выше, принима
лась ширина арки равной единице. Если же ширина арки 
будет* не единица, а будет* равна, положим*, | öu j, то 
формулы нѳивменятся, так* как* в* исходных* уравнени
ях* І38а, 1386 иІООа, Ю О в ЛООз величина | Л- |, как* по
стоянная, может* быть вннѳсѳна из* под* знака интегра
ла и сокращена. Косвенно же вліяніе величины | CU \ 
отразится лишь на величине грузов* 1 | и величине 
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статических?) моментов* 
б I По данным* значеніям* и К- для кажда

го шва можно рассчитать для него' наибольшее и наимень -
шее напряжения 6 , пользуясь слѣдуюшими формулами из* 
тесріи керавномѣрнагс сжатія |см. курс* проф. В. Н. Со-
коловскаго j = 

Ï с л у ч а й . Нормальная сила приложена внут 
ри ядра сѣчѳнія разсматриваемаго 
шва * Оба яапряжѳнік сжимающія и 
каждое порознь равно: 

. - І І 5 5 І 

ïî с л у ч а й . Сила Jf приложена на границѣ яд
ра сѣчѳкія ! средней трети шва) 
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I I I с л у ч а й . Скда приложена внѣ ядра сѣчеиія 
Наппяженія имеют* разные знаки. При 
арках* металлических* и жѳлѣзо»бѳ -
тонных* напряжения- раэсчиткваются 
по общей формуле. 

При каменных*, кирпичных* и бетонных* арках* 
напряжения раэсчитываются по формулѣ: 

гдѣ в раэстояніѳ силы от«ь крайних^ сзсимающихъ во-
локонъ сѣчѳніяо Случай I I I для камѳнныхъ к бѳтонныхъ 
арокъ - допускается только при особс-исключительныхъ об-
стоятѳльствахъ. Общее же правило, чтобы кривая давлѳнія 
помѣщалась бч въ ядрѣ сѣчэнія арки н невозможности бл*л-
же къ осевой линіи ея, 

* 

П р и м ѣ р ъ: 
Дана повышенная разгрузная арка, шириной 0,54 с. 

пролетомъ 4,66 еж. и выкосом* 1,65 еж. Толщина арки вть 
замкѣ принята зъ 0,33 сж., въ пкт&хіь - въ 0„ 50 ск. На -
грузка симметричная. 
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Для разсчета половина арки разбита на 8 клиньев». 
Вѣса каждаго клина в» отдѣльносТи нижѳслѣдующіе. 

Вѣсъ I клина - S| = 720 пуд. 

Вѣсъ I I клина - Jz = 720 пуд. 
CT) 

Вѣс* I I I клина - 0 3 ~ 680 пуд. 

Вѣсъ ІУ клика - ^ — 670 пуд. 

Вес» . У клина - — 630 пуд. 

Вѣсъ УI клина - ^ r= 580 пуд. 

Вѣс» УІІ клина - ^Г7 =z 530 пуд. 

Вес» У I I I клина - — 450 пуд. 
Определяем» центры тяжести каждаго клина и прово

дим» через» них» радіальныя оси клиньев»: |і - l|, |2-2| 
|3 -3|. . . . |8 -8] |Лист» I I I . Чѳр. І|. 

Иэмѣряѳмъ длины радіальных» осей |l - і| |2 - 2*| . , 
и, обозначая их» через» £ с» соответственным» индиксом» 
внизу, вписываем» в» графу 2 таблицы № 2. Далѣе прово -
димъ через» центр» ключевого шва |0 - 0| горизонтальную 
ось и иэмѣряѳм» разстоянія | % | центров» радіальной 
оси клиньев» до означенной оси. Получѳнныя разстоянія 2 
вписываем» в» графу 3 табл.ДО'й.- В» графу же 4 вписывают -
ся вычисленные или иэмѣрѳнныѳ углы iß , составленные ра
диальными осями соответственных» клиньев» с» вертикаль-
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ной осью. 
Определив* основный выличины в • Z И' , сѳй -

час* асе можно вычисленівм* опрѳдѣлить и вспомогатѳль -
ныя величины, обозначенный въ графах* 8, 9, 10, I I , 14, 
15, 16, 17, 18 и 19 таблицы N12. 

Для опредѣленія величин* статических* моментов* 
9* jo . нам* необходимо знать каждый раз* величину рав
нодействующей из* вѣсовъ, лежащих* между раэсматрива -
емымъ клином* и ключевым* швом*. Удобнѣѳ всего для это
го пользоваться графическим* пріѳмом* сложѳнія парал -
лельных* сил*, а именно: на черт. 2 построен* много -
угольник* сил* I В 2 ) I с* произвольно выбранным* полю
сом* Of ,ли.черт. I построен* соответственный веревоч
ный многоугольник* и.найдены по вѳличинѣ и положѳнію 
частныя равнодѣйствующія. Для пѳрваго клина получаем*, 
что зѣсъ его =• 720 лежит* вправо от* центра его тя
жести т.е. лѣвѣе центра тяжести нѣт* никаких* сил*, по
этому в* графѣ 5 для перваго клина и поставлено |0|. 
Для второго клина равнодействующая из* вѣсовъ J 1 и 
равна: = % ~+- 9^ = 720 Ч- 720 = 1440 пуд. и 
разстояніе этой равнодействующей, найденной по своему 
положенію - веревочным* многоугольникам*, от* центра ра-
діальной оси второго клина определяется плечом* Ĵ> = 0,19„. 

ой 
что и вписано в* соответственный мѣста 5 и б • гргфы 
таблицы № 2, Для третьяго клина -~ равнодействующа^ из* 
весов* первых*, трех* клиньев* равна.*. ^?" Ж " + " < ^ " * " ^ Î В 
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— I440+- 680 = 2120 пуд. и плечо р = 0,31 и т.д. 
Опрѳдѣллвъ указанными пріеком* величины и р(легко вы
числить уже простыми пѳрѳмнокекіѳмъ как* величины ста
тических* моментов* графы 7 так* и соотвѣтствекныя ве-

ой 
личины 12, 13 и 20 граф^ таблицы N° 2. 

Внизу под* соотвѣтствѳнными графами обозначены сум
мы тѣх* величин*, которыя входят* зъ уравненіѳ 144 для 
опрѳдѣлѳнія величины распора. Подставляя из* таблицы 
W. 2 значѳнія соотвѣтственнкхъ. сумм* въ уразненіе Î44 
получим*. 

Момент* аъ ключевом* швѣ можно опредѣлить из* урав-
нѳкія 145 или, что проще, непосредственно из* второго 
уравненія jI40J, а именно 
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Подставляя значенія tfi и соотвѣтствѳнных* суммъ, 
получим*: 

.Откуда 
jJCQ — З О , £ 3 "УД. с а ж . 

Эксцентриситет* распора въ ключевом* швъ 

Зная величину распора И точку его приложѳнія въ 

ключевом* швѣ, легко построить многоугольник* или^,во -

обще говоря, кривую давлѳнія въ аркѣ. Для означенной цѣ-
ли при начальной точкѣ Гс) многоугольника сил* воэстано-
вляея* перпендикуляр* и откладываем* величину 15— К^; 
точку 0% принимаем* за полюс* и соединяем* его лучами 
с* точками раздѣла грузов* на многоугольникѣ силъ^ І З 

На ключевом* швѣ |0 -0| откладываем* от* центра тяжести 
величину Yb J через* полученную точку проводим* гориэон -
тальную линію^лараллельную лучу I |чер. 2| до встрѣчи съ 

силой ^ , из* полученной точки пересѣчѳнія проводим* 
далѣе линію параллельную лучу I I до встрѣчи съ силой 

Статика сооружѳній. Проф. П.И. Дмитріѳ-в*. 
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и т.д. Построенная такимъ обраэомъ кривая давлѳ -
нія не выгодитъ изъ ядра сѣчѳнія арки. Повърку прочно
сти въ ©томъ случаѣ достаточно произвести лишь для клю
чевого И ПЯТОВОГО ШВОВЪо 

Производя повѣрку прочности для ключевого шва4 

имѣемъ: 

Подставляя числѳнныя эначѳнія, получаѳмъ: 



Для повѣрки въ П Я Т О Б О М Ъ швѣ необходимо пѳрвона -

чально найдти величину нормальнаго д а в л е н і я на шов*. 

Для этого можно провести изъ полюса л и н і » Ц шву 

|8 - 8 j и изъ точки S ) опустить п е р п е н д и к у л я р * @ (S 
Величина кзмѣренная по масштабу силъ , и будѳтъ 

п р е д с т а в л я т ь собой величину нормальнаго д а в л е н і я въ пя 

товомъ щвѣ. 

Если теперь измѣрить по масштабу р а э с т о я н і е т о ч 

ки п ѳ р ѳ с ѣ ч е н і я послѣдней стороны многоугольника д а в л е 

ний со швомъ |8 - 8J - отъ центра его тяжести , то полу 

чимъ величину э к с ц е н т р и с и т е т а Yig = О , О J сж. 
Производя поверку прочности , получимъ: 

Такъ какъ при графическомъ построении кривой дав« 
л е н і я по одному иэъ найденныхъ эксцентриситѳтовъ к из-

м е р ѳ н і и вѳличинъ остальныхъ эксцѳнтриситѳтовъ цир • 
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кулемъ неизбежны ошибки, то, при необходимости дли от
ветственных* сооружений получить большую точность в* 
разсчѳтахъ, рекомендуется определять аналитически для 
радіальной оси каждаго клина значен!я иэгибающаго мо -
мента и нормальной силы , примѣняя уравненія 
136 и 137» По эначѳніямъ и разсчитываѳтся для 
каждаго клика величина Sx.—^тт- • Для наглядности и 
удобства разсчѳта зкачѳкія Jib , Jf и П- помѣщаются 
въ таблицу образца №.3* 

Т а б л и ц а № 3 . 

pAA\ Во всехъ выше проведѳнныхъ разсчетахъ упру -
гихъ арокъ съ закрепленными пятами мы пользовались со -
кращенныыъ выражѳніемъ работы деформаціи. 
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полученным» из» выражекія 

путем» пропуска по сравненіЮ|С* единицей jсмотри 
é Se. I- Профессор» С. Бѳльзѳцкій впервые совершал.* 
но основательно указал» на то, что пропуск» до икте -

Z 

грированія -р- по сравнѳнію с» единицею ведет» к» 
нѣкоторым» погрешностям*. По раэсчвтам* профессора 
Ф. Яеикскаго оказывается» что для пологих* сводов» 
этот*лпропусн* отзывается главным* образом* на величине 
опорнаго момента^изменяя ее приблизительно на 10 - 15% 

По нашим* разсчетам* для церковных* арок*, особенно силь 
но загруженных* вблизи вершины, разница эта еще больше 
и достигает* в* некоторых* частных* случаях* до 20 %•> 
В* виду этого для арок* больших* пролетов* и сильно за
груженных* необходимо производить раэсчѳтъ исходя из» 
более точнаго выражения работы деформаціи | / У . I . 

В» особенности это важно в* церковном* зодчестве для 

х| Смотри Тѳорія каменных* сводов**. Известін 
It Собранія Инженеров* Путей Сообщенія 1898 г. 
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храмов*, сооружаемых* по типу перекрещивающихся арокъ, 
где сами'арки составляют* главную и наиболѣѳ ответствен
ную часть конструкции всего храма. 

Общій пріем* раэсчѳта упругих* арок* отъ того, что 
в* оонованіе будет* принято болѣв точное внракеніе | 
работы деформаціи, не измѣнится; усложнятся лишь выводы 
и интѳгрированіе ковффиціентовъ девяти определенных* ин
тегралов* . 

Пусть будет* дана арка, шириной по образующей рав
ной единице, и подверженная дЬйствію как* угодно направ
ленных* силъ, удовлетворяющих* лишь условію р^вномерна-
го распределения вдоль образующей арки- |фнг. 87|. Выде
лим* левую часть арки отъ пяты &0 до какого-либо нор-

t, 

мальн&го шва ù/te , замекиз* дѣйствіе правой части внут
ренними силами упругости, распределенными по сѣченію 

OUEJ , a действіе опоры - реакціями,- распределенными по 
(Х0 %0 • Въ дальнейшем* будем* придерживаться обозна -„_„ 

ченій и изложен!я профессора Ф.С. Яоинскаго въ том* ви
де, з* каком* онъ бал* разработан* ..им* въ курсе леішди: 
^Устойчивость Деформаціи и Статика Сооружений* !§ 44 
стран. %І0»22»\, Всю совокупность внутренних* силъ, дей
ствующих* въ сеченіи л{» t мо?кно заменить |см«. § 43 j 
силами , приложенными въ центре тяжести j С І 
сѣченія и моментомъ . Подобным* же образом* рѳак -
ціи опоры, дѣйствующія на пяту & 0fe 0 могут* быть эамѣ -
нэиы силами } { 0 и » приложенными въ центре @о и мо-
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Фиг. 87. 

ментом* vU» . 
Силы jf0 и удобнѣѳ замѣнить вертикальной и го

ризонтальной составляющими ^ и І^0."Внѣшнія актив -
ныя силы, приложенный къ выдѣлѳнной части арки, приво
дятся к* равнодѣйствующей , плечо которой относи -
тѳльно точки С пусть будетъ fp . 

Напишѳмъ теперь урав.ненія равновѣсія выдѣлѳнной 
части свода, приравняв* кулю суммы проэкцій всѣх* при -
ложенных* къ ней сил* на налравленія и Т и сумму 
их* моментов* относительно точки £ , причем* для сокра-
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швнія письма обозначим* косинус* между двумя какими-ли
бо направлѳніями jf и Х-

Уравненія эти будут* 

L ..|I59| 

Необходимо эамѣтить, что знаки у проекцій первых* 
двух* уравненій |І59| отнесены к* косинусам* углов* т.е 
если угол* тупой, то косинус* отрицательный и иаобо -
рот*. 

Принимая во вниманіе далѣе, что 

найдем* 
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, 160 

Статически нѳопредѣлимыя величины 
опредѣлятся, на основакін принципа производной от* ра 
боты деформацій, из* кижеслѣдугощихъ условій: 

Принимая же во вниканіе равентсва 160 получим* 
окончательно слѣдующія уравненія для определения неиз 
вѣстных* величин* У£ , , J$ . 
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•рѣптнів въ конечном* яидѣ входящих^ эти урав
нения въ вид-в коэффициентов-! девяти опре-дъ^елкыхъ И Й -

тэграловъ Ji7 \Ь, вообще не всегда яоуможно» кг» 
съ вполнъ достаточьыкъ приближеніеапь Й О К В О вычислить 
ихъ по формул* Симпсона. этой ц&*і>й подравдѣлютъ 
свод* на четное число климьевъ, равной Т О Д Щ Н Н Е 4/ »СЧИ 

ІІ62 

Можно написать уравченія jî6ïj въ елѣдующемъ ви~ 
дѣ: 

Обозначая опредѣлэнныѳ интегралы перваго уравнѳ -
нія соответственно черезъ Д0 , Л{ , . Л ^ — вто 
рого уравненія чѳрезъ В 0 , Г5', , 13^ , 13ч » ~~ 

третьяго через* 2fe , ЗЗ^ ь 0 ^ , и эамѣчая тоже
ства 
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тая лоолѣдннзю по длинѣ срединной линіи |фиг. 88 j. На
чнем* с* вычисленія опредѣлѳннаго интеграла, вида 

гдѣ для краткости письма 

обозначено : 

Вычислим* значенія подъинтегральной функціи OL 

для зсѣх* швов* Ct0 &e, CL, ̂  . • • • - Cl; %)' L » взяв* значе
ния входящих* в* нее величин* & » Х- и Qvg, непо -
средственно из* чертежа и опрѳдѣливъ J? » Ф' % . 

раэсчетомъ, или помощью графичѳскаго построе -
Й І Я . Положим*, что найдем* слѣдующія значбйія 6%. для 
последовательных* шзовъ, считая от* лѣвой пяты: 
ОС » ОС.,» <Х,. . . . .Приближенное эначѳніе опредѣ -
лениаго интеграла по формулѣ Симпсона будет*: 
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Вычислив* подобными же. образоыъ зиачѳнія осталь-
ныхъ восьми интегралов*, опредѣляют* величины 1/^ » 

НУ0 ' «Л̂ о п о Уралнвніямъ 162, послѣ чего легко бу
дет* уже построить кривую давленія. 

Входящія въ подъинтегральныя фуннціи величины 
^''суть частныя равнодѣйствующія активных* силъ,при

ложенных* къ лѣвой части арки между пятовым* швомъ 
& 0% 0 и промежуточные Qui je«, фиг. 86аj, а вели
чины. I ' pî I суть моменты этихъ равнодействующих* 
относительно срединъ швс,зъ , Величины эти могутъ 
быть получены или аналитически, подобно изложенному въ 
§ 43, или помощью слѣдующаго графического построенія 
фиг. 88а и 886|. 

Построи-в* по произвольному полюсу V вариньсков-
скій и веревочный многоугольники для заданной систе -

Ф Ci Ф Cù мы активных* силъ J0> Jl3 ^ . . J ̂  , находим* на 
первомъ иэъ них* величины частных* разнодѣйстзу.ющіхъ 

J о , J , J . . ̂  . Моментъ какой ниоудь изъ 
этихъ силъ, напримѣр*, J t относительно С 2 » цен •» 
тра шва Л. & , есть проиэведеніе полюскаго равстоянія 

силы 9"~ |фиг. 886 I на отрѣзокъ ^ И * ^ образу -
омый лучами I и 4 на линіи iC^Vn- проведенной через* 

@3 параллельно силѣ S*1* 

Въ частнокъ случаѣ, когда активный силы вер» 
тихалъны, силы " f j 5 1 тоже вертикальны, и всѣ по » 
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люсныя рэ.эстокнія р равны. Это въ значительной ыѣрѣ 
упрощавтъ эпюру. 

Раэсчѳтъ значительно упрощается для сиынетрич -
ныхъ и симметрично нагруженкыхъ арокъ. Въ втомъ слу
чае вертикальныя проѳкціи опорныхъ Сопротивлений ста
тически опрѳдѣлимы: 

лрѳвращаѳтся въ тожество. Работы дѳформацій каждой изъ 
полуарокъ равны между собой и равны половкнѣ работы 
дѳформаціи цѣлой арки: 

При такихъ условіяхъ равенство 

Отсюда слѣдуѳтъ, что для каждой полуарки долж
но быть, какъ мы уже и видѣли ранѣе, 
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В* этом* сяучаѣ достаточно вычислить только 
семь интегралов»: 

2 ) ^ и Й д Д л я одной полуарки и опредѣлить неиэвѣстныя 
^ и ѵЛ?0 из* уравненіи ІбЙ, которыя принимают* 
здѣсь вид*: 

При разсчѳтѣ мостовых* арок* под* обыкновѳн-
ныя или жѳлѣэныя дороги временную вагрузку, со -
стоящую в* дѣйствитѳльности из* сосредоточенных* 
грузов*, можно эамѣнить нагрузкой, равнонѣрно рас
пределенной по поверхности полотна дороги. Раэсчѳт* 
достаточно произвести в* трех* прѳдлоложѳніях*. а 
именно, і| при полном* эагружѳніи всего пролета, 
I I I при загружѳніи части пролета от* лѣвой опо -
ры до ключевого шва и ІІГ| при эагружѳніи от* 
правой опоры до ключевого шва. Для свдшѳтрич -
ных* сводов* достаточно произвести равсчет* в* 
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первом* и в* одномъ из* последних* предположена, при
чем* проще всего начать раэсчетъ при односторонней на
грузке. 

Составив* таблицу данных* для вычисления опрѳдѣ -
ленных* интегралов* в* прѳдполоненіи 
односторонней нагрузки, мокѳм* воспользоваться ѳя же 
данными для внчислѳнія определенных* интегралов* JJ* 

fV , *sD1 для полуарки в* прѳдполокеніи полкаго за -
гружѳкія. Действительно, интегралы Я 9 Л, 2Î 7 для 
симметричной нагрузки.отличаются от* соответственных* 
интегралов* А , Л , Ö для нагрузки левой половины 
только верхними пределами: 

так* как* подъинтегральныя функціи, очевидно, будут* 
тожественны. Следовательно, для вычислен!я интеграла 

( I 1 

J f 0 по Симпсону можно взять имеющіяся в* таблиц* 
эначѳнія подъинтѳгральной функціи OL для йвов* от* пя

тового & 0 (о0 до ключевого (куЛ^ включительно и соста -

Статика сооружѳній Проф. П.И. Дмитриева 
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вит* выракеніѳ 

Подобным* жѳ образок» можно вычислить и псѣ про -
чіѳ интегралы для симметричной нагрузки, конечно для 
приыѣненія къ ним* формулы Симпсона число клиньев* 
в* полусводѣ должно быть четкое. 
? П р и м ѣ р *. 

На Листѣ ІУ чѳр. I дана арка* пролет* средней оси 
которой равен» 4,65 сж., a радіус» J2 ~ 2,564 сж. Тол
щина арк^ 2 0,38 сж., ширина арки равна 0,43 еж.. Арка 
загружена По всей ширин* и пролету кирпичной кладкой 
ртѣкы, указанной на чер. I . * В* виду симметричности арки 
и ея нагрузки, раэсчет* произведен» для половины арки. 
Разсчѳтная половина арки разбита на 8 клиньен», одина
ковой ширины jS~ 0,365 сж= Согласно предварительным» 
исчисленіям* вѣса клиньев* арки низьѳслѣдугощік: 



Для заданной системы силъ построены ко произволь
ному полюсу вариньоновскій |чѳр, 2J и веревочный 
|чѳр. II многоугольники силъ. Начало координат* О при
нято совпадающимъ съ. центром* тякести пятового шва 
|0 - 0| . Основныя величины ji3 ф 3 и косинусы уг
лов*, найдены следующим* образом*. Координаты цѳнтровъ 
тяжести швов* точно измерены по масштабу раэстояній. Уг 
лы, составляемые налравлѳніем* нормальной къ каждому шву 
.силой съ направлением* осей координат* _ Х , и направлѳ 
ніѳм* силъ вычислены обще известными путем* на ос -
нованіи данных* чертежа, арки. Косинусы углов* вычкслѳнь 
эатѣм* ло таблицам* |см. І^мМа, часть ïj. Согласно по -
строенному веревочному многоугольнику найдены положвнія 
частных* равнодействующих*, действующих* справа какдаго 
раэсматриваѳмаго шва, величины же их* определены после
довательным* суммированием* весов*, так* иалри&ѣр*, 
частная равнодействующая, для пятового шва равна кулю, 
частная же равнодѣйетвужщая для шва, положим*, J3 -3| 
равна сумме весов* , 6 ! , т. о, II2+Î89+-
•+• 195^496 пл.., a положейіе ее опрѳдѣдктся на Бэревоч-
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ой 
н о м ъ многоугольника пересечением* сторон* 9 * и 6 

Зная же положения частных* равнодействующих*, л е г к о 

определить измерениями по масштабу величины р - р а э -

с т о я н і я их* отъ цѳнтровъ соответственных* швов*, на -

прииѣръ, р а э с т о я н і е частной равнодействующей въ 496 п д . 

о т ъ центра шва |3 - 3 | равно 0,43 | с м . ч е р . I Лист* І У | 

Определив* выше указанным* образом* основная величины, 

ьъ дальнейшем* в ев величины, необходимый для вычисления 

педъинтетральных* функцій , вычисляют* путем* обычных* 

а л г е б р а и ч е с к и х * д е й с т в і й , требуемых* самимъ видом* функ 

ц і й , Ч т о « ж е к а с а е т с я величин* @- и Р , то въ данном* 

примърѣ означенный величины постоянны для в с е х * швов*. 

Въ с л у ч а е их* перѳменнаго э н а ч е н І Р оьъ , к а к * также ОС

НОВНЫЙ, ДОЛЖНЫ быть тщательно измерены п о масштабу или 

вычислены отдельно д л я каждаго ш в а . Для удобства» пра -

вильности и наглядности р а э с ч е т а обыкновенно с о с т а в л я 

е т с я таблица,, один* и з * типов* которой и проведен* для 

дакнаго примера (см. таблица N9 4|. Въ вертикальных* 

с т о л б ц а х * д а н н о й таблицы з а номерами 20, 25, 29, 32, 

35 и 38 помешены з н а ч е н і я соответственных* подъинте -

гральных* ф у н к ц і й для каждаго шва. Так* , например* ,для 

вычислек ія о п р е д е л е н н а г о и н т е г р а л а Jb\ , имеем*: 

где 



Пользуясь вертикальными столбцами за номерами 26, 
27, 28. таблицы № 4, вычисляем* вначенія ос^ t ос, . 

оС^ для каждаго шва, а именно: 

О С , - 0,4671; <Xt 5 0,7826 -4~ 2I.0Î6I - 0,3468 -21,4519 

0С2~ І.І4ІГ + 73,7285- 0.8Ï08 - 79,0588 

ос,- 1,5137+ 161,7434- 1,3384=161,9187 

........с...............•%.».,... 
2,63Î6-V-479,0Î95 - 3,0370 = 478,6141. 

Полученныя вначенія для ОС ж впкеаны в* вертикаль
ный столбец* W. 29. 

Значенія интеграла ТЬ^ опредѣлнтся по формулѣ 
Сннпсока, которая примет* вид*: 

+ 2 ( ^ + ^ ^ ^ ) - + - о с у ^ - 0.122 I 0,4671 -Ь 

+ 4(21,4519 + 161,9187 + 341,5501 +- 459,4301 ) + 

+ 2(79,0588 + 250,3978 * 413.2725) -г 478.6I4Î j » 720,03* 
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/ 4 /5" (ù п IS 19 

г 3 * 

<3> См ь -Cj* " e. 
— - — 

<3> См ь -Cj* 

o , 4 î 2 J О, Û O O O 0,0000 0,0000 0,0000 0, ö O O ü 

. 0,8600 і г / 4 , Ш 9 1 0,02b2 — 1 099,9771 

/ 0 , 7 7 « -ГЗ.973' •/39,4S"33 Э 9 2 , « 4 2 — і-м4і,6о7о 

o.77s> 4оі ІЯ,^Ь8І 2 4 * 4 9 6 — 395-865-173 

O.S649 ö,SS2o *Г39В,94і4 3 « , 6 И 1 4c*,lo46 Зг4, й 394 

о.934з ІЗ^«77,62ІЗ 634,15*3 4 — 1Я7122,8703 

0.9849 - l o i 1,2461 4Ц783о — 307393,0242 

1,01 itf 0. 14j2 46S6S2,o2c3 15:01,0574 4 4 9 , 9 5 7 * — 4bt972,4«7 

! jWito o.oodo 0,0000 о,000 о - 654^7,0421 

О.МГ; - fi! =-Г 1 7 1 <Г9> i«sr 
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Подобным* жѳ образоы% вычислены н интегралы ?ä 

• J}~ Л% , © о . Ччо. se касается интеграла 
то он* получался непосредственным* кнтѳгрированіѳм*, 
a именно: 

2 5 g - 12 . 18,2242 . 2,928 = 640,3255. 

Подставляя эначѳнія найденных* интегралов* в* 
уравнѳкія 164, получаем*: 

720,04 .Ко — 613,09 <Ж6 — 890684. 

-6ІЗ\09 . f t ) Ц - 640,33 ,М0 — 747657,7 

Откуда 

Ко ~ I3Î5 пуд. и 91,49 пуд. еж. 

Езгйбающій момент* с^нося^ельно' центра тяжестк 
замиов&го пгва, ©«гласно третьему равенству | Ï60 |. 

M s.«028,70— 1734 . 2,325 + 1315 . 1,48- 91,49 = 
Ъ 

==~І49,794 пуд. сам. 
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Эксцентриситет* въ замкѣ 

п — — О,114 саж. 

Фиг. 89. 

Величина H g должна быть отложена по направле -
нію вамковаго шва |8 - 8| вверх* отъ центра тяжести, 
что вполнѣ поясняется |фиг. 89|. 

По найденным* ве
личинам* для Fbg и ftg 
на черт. I листъ ІУ бы» 
ла построена кривая дав-
лѳнія въ аркѣ и произвѳ-
дѳна повѣрка прочности 
для замноваго м цятево -

го швов* аналогично тому^ как* это было указано въ 
прѳдъждущѳмъ примѣрѣ. 

OOOOOO-

Продолжение курса послѣдуѳтъ въ отдѣльном* вы -
пускѣ 










